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En su tesis de licenciatura, el estudiante Marcos Tirador no solo ha investigado
cuestiones tedricas sobre la estructura atéomica y las factorizaciones de los monoides
potencia sino que también ha disenado e implementado algoritmos eficientes para
lograr el computo de fragmentos considerables de ciertos triangulos de Pascal corres-
pondientes a las configuraciones atémicas de algunos de estos mismos monoides. Los
resultados de su tesis de licenciatura expanden los horizontes teéricos y préacticos de
las factorizaciones, mientras arrojan luz sobre ciertas propiedades atémicas bajo un
elevado nivel de investigacion actual y ayudan a corroborar una conjetura sobre la uni-
modalidad de las filas del triangulo de Pascal del conjunto de atomos del prototipico
monoide potencia Pgy o(No).

Los monoides conmutativos que son libres de torsiéon de rango 1 son conocidos
como monoides de Puiseux: los submonoides aditivos del cono real no negativo com-
prenden todos los monoides reducidos de Puiseux (luego de identificar monoides que
son isomorfos). Los monoides de Puiseux resultan ser objetos relevantes en el estudio
de anillos de semigrupos conmutativos y algebras conmutativas en general (véase, por
ejemplo, [16] y [22]). El auge reciente que ha tenido la teoria de las factorizaciones y
la expansion de la misma a monoides aditivos (por naturaleza) ha motivado reciente-
mente una investigaciéon abrupta de la atomicidad y las factorizaciones en monoides
de Puiseux: la primera exploracion sistemética en esta direccién se llevé a cabo en [15].

Dado un monoide (de Puiseux) M, podemos construir su monoide potencia Pgn (M),
digase, el conjunto de todos los subconjuntos finitos y no vacios de M con respecto a
la conocida suma de Minkowski. El monoide potencia restringido de M, denotado por
Phin,0(M), es el submonoide de Pgy, (M) que esta formado por todos los subconjuntos
finitos de M que contienen al menos un elemento invertible (solo el elemento 0 si el
monoide M es de Puiseux). Motivado por el trabajo de T. Tamura, las propiedades
algebraicas y aritméticas de los monoides potencia y sus monoides potencia restringi-
dos han sido objeto de mucha investigacién durante las ultimas décadas (véase [20,37]
y las referencias en estos dos articulos). En particular, el estudio de las factorizacio-
nes atémicas en monoides potencia es un tema relevante en las ramas del algebra
abstracta y la combinatoria aditiva que ha sido intensamente investigado durante los
ultimos anos (vease, por ejemplo, [24-26,31]).

IV



En su tesis de licenciatura, Marcos ha investigado fundamentalmente los monoi-
des potencia que se obtienen usando monoides de Puiseux como monoides bases. En
la misma tesis se establece un conjunto de resultados originales sobre la estructura
atémica y las factorizaciones de los monoides potencia, y también se investiga el po-
tencial ascenso a los monoides potencia P, (M) de varias propiedades aritméticas y
atémicas de los correspondientes monoides de Puiseux M. El ascenso de propiedades
atomicas y de factorizaciones es un tema relevante y tradicional en algebra que ha
sido estudiado por casi dos siglos: esto lo evidencia el clasico teorema de las bases
de Hilbert, que da una respuesta positiva al ascenso de la propiedad Noetheriana
a extensiones polinomiales (los dominios Noetherianos son dominios de factorizacio-
nes acotadas; ver [18]) y el teorema de Gauss sobre el ascenso de la propiedad de
factorizacion unica a extensiones polinomiales. En la tesis de Marcos se establecen
resultados paralelos a estos: se demuestra que si un monoide de Puiseux satisfice la
propiedad de factorizacién acotada, la propiedad de factorizacion finita, o la condi-
cion de cadenas ascendentes para ideales principales, entonces su monoide potencia
correspondiente también satisface la propiedad de factorizacién acotada, la propiedad
de factorizacion finita, o la condicién de cadenas ascendentes para ideales principales,
respectivamente.

Con el fin de explorar la atomicidad del monoide potencia prototipico, digase
Prin,0(Np), es de crucial importancia el computo de su conjunto de dtomos asi co-
mo otros conjuntos relevantes de elementos atémicos, incluyendo las moléculas (i.e.,
elementos de factorizacién tnica). Para lograr este computo, Marcos ha mejorado el
algoritmo mas eficiente que existia para calcular el conjunto de dtomos de Pgy o(Np)
(luego de ser particionado de forma escalonada). Este nuevo algoritmo, diseniado e
implementado por Marcos, tiene una complejidad significativamente menor que el al-
goritmo al cual este reemplaza y, como resultado, este nuevo algoritmo ha permitido
por vez primera calcular las primeras 30 filas del triangulo atémico de Pascal del
monoide potencia Pgn 0(Np). Este algoritmo es relevante y préactico para la comuni-
dad cientifica de la teoria de las factorizaciones pues dada la mejora en términos de
complejidad que el mismo muestra, este ha servido para corroborar la conjetura (atin
abierta) que plantea que cada fila de dicho tridngulo atémico es unimodal. Aparte
de este algoritmo, la tesis de Marcos ofrece un algoritmo para el computo eficiente
(también por particiones escalonadas) de las moléculas del mismo monoide Py 0(Nop).

Marcos ha estado investigando bajo la supervision de uno de sus tutores de tesis
sistematicamente por los ultimos tres anos, y durante el altimo ano con ambos tuto-
res. Su labor como joven investigador ha sido extraordinaria. Tanto es asi que Marcos
fue capaz de publicar tres articulos cientificos en revistas matematicas de alta calidad,
incluyendo una publicacién [3] en Communications in Algebra, la cual es una de las
tres revistas de dlgebra de mayor tradicion y calidad (junto a Journal of Algebra y a
Journal of Pure and Applied Algebra). Dada la calidad de sus publicaciones y a este



impresionante desempefio investigativo, Marcos fue recientemente galardonado como
el estudiante mas integral de MatCom en términos de labor investigativa, y como uno
de los tres mas destacados a nivel de la Universidad de la Habana. Nuestra opinién
como sus tutores es que Marcos ha sido un estudiante ejemplar y su entrega a la
investigacion ha sido excepcional. Marcos también ha sido muy efectivo colaborando
con otros jovenes cientificos. Por ejemplo, Marcos ha colaborado con otros estudian-
tes de licenciatura, incluyendo Khalid Ajran del MIT, Juliet Bringas de MatCom,
Benjamin Li del MIT, Henrick Rabinovitz del MIT, Pedro Rodriguez de MatCom, y
Easton Singer de Harvard. También cabe destacar que Marcos es el autor principal
de su ultimo articulo cientifico, lo cual demuestra no solo la evolucién y el potencial
de Marcos como cientifico sino también lo capacitado que él esta para escribir y co-
municar su trabajo investigativo al nivel mas elevado: en este ultimo articulo, Marcos
estuvo a cargo de la escritura y revision final (aparte de contribuir significativamente
en el establecimiento de los resultados mas importantes).

Finalmente, nos gustaria destacar, que su fuerza como investigador nunca le ha
restado humildad como ser humano, y este tltimo aspecto nos ha hecho nuestra
experiencia como tutores de Marcos una travesia muy amena y estimulante.

Por todas las razones argumentadas anteriormente, consideramos que el estudiante
Marcos Tirador estd mas que capacitado para graduarse en la Universidad de La
Habana con su merecido titulo de Licenciado en Ciencia de la Computacion.

Dr. Luis Ramiro Pineiro Diaz
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Resumen

Un submonoide del grupo aditivo Q se llama monoide de Puiseux si esta forma-
do por racionales no negativos. Dado un monoide M, el conjunto conformado por
todos los subconjuntos finitos no vacios de M también es un monoide bajo la su-
ma de Minkowski, y se llama el monoide potencia (finitario) de M; y si se toma el
conjunto conformado solo por los subconjuntos de M que tienen algin elemento in-
vertible, también es un monoide bajo la misma operacion, llamado monoide potencia
restringido (finitario) de M. En este trabajo de diploma se aborda la atomicidad y las
propiedades de factorizacién en monoides potencia de monoides de Puiseux. Se presta
especial atencion al ascenso de la propiedad de ser atémico, asi como de las propieda-
des de factorizaciéon acotada como de factorizacion finita (también son consideradas la
condicién de cadena ascendente de ideales principales y la propiedad de factorizacién
finita por longitud). En esta tesis ademés se explora la atomicidad de los monoides
potencia restringidos de monoides numéricos (submonoides de Ny con complemento
finito). Se demuestra que en estos no existen atomos fuertes, ni elementos primarios,
y por ende tampoco elementos primos. Se cre6 un algoritmo eficiente para computar
el conjunto de atomos (y otro para el de moléculas) del monoide potencia Py o(No),
el cual fue de crucial importancia a la hora de investigar los atomos de este monoide.
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Abstract

A submonoid of the additive group Q is called a Puiseux monoid if it consists of
nonnegative rationals. Given a monoid M, the set consisting of all nonempty finite
subsets of M is also a monoid under the Minkowski sum, and it is called the (finitary)
power monoid of M; and if we take the set consisting only of the subsets of M having
at least one invertible element, it is also a monoid under the same operation, called
the restricted (finitary) power monoid of M. In this undergraduate dissertation we
study atomicity and factorization properties in power monoids of Puiseux monoids.
We specially focus on the ascent of the property of being atomic and both the bounded
and the finite factorization properties (the ascending chain on principal ideals and
the length-finite factorization properties are also considered here). This thesis also
explores the atomicity of the restricted power monoids of numerical monoids (submo-
noids of Ny with finite complement). It is shown that in these power monoids there
are no strong atoms, nor primary elements, and therefore no prime elements either.
An efficient algorithm was created to compute the set of atoms (and another for the
set of molecules) of the power monoid Pgy, o(Np), which was crucial for investigating
the atoms of this monoid.
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Introduccion

La teoria de la factorizacién es una rama del adlgebra que se origina del algebra
conmutativa y la teoria algebraica de los niimeros. La misma se encarga de estudiar el
fenémeno de las factorizaciones en elementos irreducibles que no son tnicas, en el con-
texto de monoides (semigrupos con elemento identidad) y dominios de integridad. El
objetivo principal de esta teoria es estudiar cuan cerca estd un monoide o un dominio
de integridad de ser factorial (tiene factorizacion tnica para todos sus elementos). En
las ultimas cinco décadas la teoria de la factorizacion ha sido activamente investigada
en conexion con otras areas, entre las que se puede mencionar la teoria de nimeros,
la combinatoria y la geometria convexa.

Como se mencionaba antes, el origen de la teoria de la factorizacion es la teoria
algebraica de los nimeros. Uno de los principales hechos que motivan el surgimiento
de esta rama, es que el anillo de enteros de un cuerpo numérico algebraico, por lo
general, no es factorial. Un ejemplo de esto es el anillo de enteros Z[/=5], en el cual
se puede escribir el elemento 6 de dos formas como producto de irreducibles, 2-3 y
(1—+/=5)-(1+v/=5).

A través de la historia varias teorias han sido desarrolladas para explicar el fené-
meno de las factorizaciones no tnicas. En la segunda mitad del siglo XX, W. Narkie-
wicz comenz6 un estudio sistematico de las factorizaciones no tinicas en los anillos de
enteros [5]. También, en [6], L. Carlitz dio una caracterizacién de los anillos de en-
teros medio factoriales (todas las factorizaciones del mismo elemento en irreducibles
tienen la misma cantidad de factores). Otras teorias que han ayudado a entender las
factorizaciones no tnicas han sido la teoria de formas cuadraticas binarias en cuerpos
cuadraticos de C. F. Gauss, la teorfa de divisores de L. Kronecker y la teorfa de ideales
de R. Dedekind. Mas recientemente R. Gilmer estudié propiedades de factorizacion
en el contexto de dominios de integridad més generales (en [7] se aborda el trabajo de
Gilmer). Motivado por el trabajo de R. Gilmer, durante las tltimas 5 décadas, mu-
chos autores han contribuido a desarrollar la teoria de la factorizaciéon en dominios
de integridad generales (evidencia de esto se puede encontrar en [8]).

Una generalizacion natural a la propiedad de ser factorial es aquella de ser atémico.
Un dominio de integridad o un monoide se dice atémico si todos sus elementos pueden
ser factorizados en irreducibles. La atomicidad de muchas clases de dominios de in-



tegridad ha sido un tema arduamente investigado en los ltimos 30 anos (ejemplo de
esto es [9]). Cabe preguntarse entonces, por qué es interesante esta propiedad. Resulta
que muchas clases interesantes de dominios de integridad consisten en miembros que
son atémicos pero no factoriales, incluyendo los dominios de Dedekind (particular-
mente anillos de enteros algebraicos, mencionados anteriormente), y como ejemplos
mas generales, los dominios Noetherianos y dominios Krull. Para algunas de estas
clases, la estructura atémica de sus miembros determina algunas de sus propiedades
algebraicas hasta cierto punto. Por ejemplo, en el trabajo de Carlitz [6] mencionado
anteriormente se prueba que un anillo algebraico de enteros es medio factorial si y
solo si la dimension de su grupo de clase es a lo sumo 2.

Muchas de las publicaciones cientificas hechas en las pasadas 3 décadas en relacion
con la teoria de la factorizacién, han centrado su estudio en el contexto de monoides
conmutativos y cancelativos. Esto se debe a que muchos de los problemas que surgen
de la factorizacion de elementos en dominios de integridad dependen solamente de su
estructura multiplicativa (la cual constituye un monoide). Como resultado han sido
continuamente desarrolladas varias técnicas para medir la no unicidad de las factori-
zaciones en el contexto de monoides conmutativos y cancelativos. Se han introducido
muchas invariantes de factorizacion y estadisticas numéricas como los conjuntos de
longitud, la elasticidad, el grado catenario, el grado de doma, la unimodalidad, la
distribucion de elementos importantes como atomos, moléculas, atomos fuertes, ele-
mentos primos, primarios y primales, entre otros.

El estudio de los problemas de factorizacion en monoides numeéricos, o sea, sub-
monoides de los enteros no negativos con complemento finito, fue por primera vez
llevado a cabo en [10] y [11]. Estos monoides han sido objeto de un extenso estudio,
revelando conexiones a través de varios campos matematicos y aplicaciones practicas
(ver [32,34] para una visién general completa). También vale mencionar el estudio de
algunas de sus generalizaciones de mayor rango, por ejemplo el articulo de C. Liu, P.
Rodriguez y el autor de esta tesis [1].

Mas recientemente se inicié un estudio frecuente, por varios cientificos del area,
sobre los submonoides de los nliimeros racionales no negativos (ejemplo de esto son [12]
y [13]). Los submonoides aditivos de Q>( aparecen naturalmente en el contexto de la
teoria de anillos conmutativos como evaluacién de subdominios de cuerpos de series
de Puiseux, que fueron estudiados por primera vez por el matematico francés V. A.
Puiseux en 1850 [14]. No es raro entonces que estos monoides sean investigados bajo
el nombre de monoides de Puiseux para honrar su memoria.

Aunque la atomicidad de los monoides de Puiseux haya sido estudiada sistema-
ticamente, solo en los ultimos anos (iniciada por F. Gotti en [15]) los monoides de
Puiseux han sido cruciales en la construccion de numerosos ejemplos en la teoria de
anillos conmutativos. Por ejemplo, en el ano 1974, A. Grams [16] utiliz6 un monoi-
de de Puiseux como el ingrediente principal para construir el primer ejemplo de un



dominio de integridad atémico que no satisface la condicién de cadena ascendente de
ideales principales (ACCP por sus siglas en inglés); lo cual refuté la suposicion del
matematico P. Cohn de que todo dominio de integridad atémico satisfacia la ACCP
( [17, Proposicién 1.1]). La exploracién de los monoides de Puiseux, particularmente
en la teoria de la factorizacion y su relevancia en contextos tanto conmutativos como
no conmutativos, se ha convertido en un tema de interés académico reciente (esto se
evidencia en [4,12,22,23]).

Considérese un monoide aditivo M. Para subconjuntos no vacios S'y T de M, el
conjunto S+7T :={s+t|se SyteT} sellama la suma de Minkowski de S y T'
en M. Esté claro que el conjunto P(M) que consiste de todos los subconjuntos no
vacios de M es también un monoide bajo la suma de Minkowski, el cual es llamado
el monoide potencia de M. Adicionalmente, el submonoide de P(M) que consiste en
todos los subconjuntos finitos no vacios es llamado el monoide potencia finitario de
M y se denota por Pg, (M ). Los monoides potencia y los monoides potencia finitarios
fueron investigados sisteméticamente en la segunda mitad del siglo pasado por T.
Tamura y otros matemadticos (ejemplo de esto es [20]). Dos de los problemas mas
investigados fueron el ascenso de propiedades algebraicas del monoide M a P(M) y
el problema del isomorfismo (este es, si el hecho de que P(M) y P(M’) son isomorfos
en cierta clase de monoides garantiza o no que M y M’ sean isomorfos).

Los objetos algebraicos centrales que se estudian en este trabajo son monoides
potencia finitarios de monoides de Puiseux. Para mayor simplicidad en el resto del
documento se usa el término “monoide potencia” para referirse a “monoides potencia
finitarios” (esto no debe causar ninguna confusién ya que no se trabaja aqui con
monoides potencia no finitarios). Las factorizaciones y ciertos aspectos aritméticos
del monoide potencia Pg,(Np) fueron estudiados por Y. Fan y S. Tringali en [24],
mientras que los aspectos atémicos y relativos a la teoria de ideales de monoides
potencia de monoides numéricos fueron recientemente estudiados por A. Bienvenu y
A. Geroldinger en [25]. Mds recientemente, el problema del isomorfismo en la clase
consistente en todos los monoides potencia (restringidos) de monoides de Puiseux fue
resuelto en [26] por S. Tringali y W. Yan. El problema cientifico principal que se
aborda en esta tesis, es el ascenso de ciertas propiedades atéomicas y de factorizacion
desde un monoide de Puiseux a su monoide potencia correspondiente.

Como se explicé anteriormente, un monoide conmutativo es llamado atémico si
se cumple que cada elemento no invertible puede ser escrito como una suma finita
de atomos (i.e, elementos irreducibles). El ascenso de la atomicidad de la clase de
los monoides de Puiseux a la de sus algebras de monoides ha sido considerada por
J. Coykendall y F. Gotti en [22] y méas recientemente, por F. Gotti y H. Rabinovitz
en [27] (el ascenso de la atomicidad de la clase de monoides conmutativos libres de
torsion a sus monoides algebra, fue lanzado por primera vez como un problema abierto

por R. Gilmer en [19, p. 189]).



El objetivo general de este trabajo es hacer un estudio de la estructura atéomica
de los monoides potencia de monoides de Puiseux y en particular de monoides potencia
restringidos de monoides numéricos. Para llevarlo a cabo, se plantearon los siguientes
objetivos especificos:

» Analizar el ascenso de la atomicidad de un monoide de Puiseux a su monoide
potencia.

= Analizar el ascenso de otras propiedades de factorizacion de un monoide de
Puiseux a su monoide potencia, como son las propiedades de factorizacion finita,
de factorizacién acotada, de factorizaciéon finita por longitud y la condicién de
cadena ascendente de ideales principales.

» Crear algoritmos para calcular los d&tomos y moléculas del monoide Pgp o(Np).

» Investigar ciertas propiedades algebraicas y aritméticas en el monoide Py, o(No),
y analizar su generalizacion al monoide potencia restringido de cualquier mo-
noide numeérico.

El resto de esta introduccion estara dedicado a presentar la forma en que se
estructura el desarrollo del manuscrito para evidenciar los resultados a los que se
arriban; al tiempo que se muestran definiciones basicas, necesarias para entender
los objetivos que se desarrollan. El capitulo 1 serd dedicado a presentar todos los
conceptos clave y definiciones esenciales para entender los resultados que se estaran
explicando en el resto del documento, asi como la notacién que se usard a lo largo de
este.

En el capitulo 2 de este trabajo de diploma se aborda el ascenso de la atomicidad
de la clase de monoides de Puiseux a aquella de sus monoides potencia; se demuestra
que en general la propiedad de ser atémico no asciende a los monoides potencia de
monoides de Puiseux. Por otro lado, se demuestra que la propiedad de ser atémico
si asciende a monoides potencia de monoides de Puiseux, si se restringen a la clase
de monoides de Puiseux que son MCD (un monoide conmutativo es llamado MCD si
todo subconjunto finito tiene un divisor comin maximal). En este capitulo también
se prueba que la condicién de cadena ascendente de ideales principales (ACCP por
sus siglas en inglés) asciende a los monoide potencia de los monoides de Puiseux
(la ACCP ha sido ampliamente investigada en conexién con la atomicidad: véase el
articulo reciente [28] y las referencias en este).

Siguiendo la notacién en [18] se dice que un monoide atémico es un monoide de
factorizacién acotada (BFM por sus siglas en inglés), si se cumple que cada elemento
no invertible tiene un conjunto de longitudes de factorizaciones finito (la longitud de
una factorizaciéon es el nimero de atomos de esta, contando repeticiones). Siguiendo



el mismo articulo cientifico se dice que un monoide atémico es un monoide de fac-
torizacion finita (FFEM por sus siglas en inglés) si se cumple que todo elemento no
invertible tiene solo un nimero finito de factorizaciones (claramente, cada FFM es
BFM). Tanto la propiedad de factorizacién finita como de factorizacién acotada han
sido activamente investigadas desde que fueron introducidas por D. D. Anderson, D.
F. Anderson y M. Zafrullah en [18] (en [29] se puede encontrar una visiéon general).

El propésito principal del capitulo 3 es considerar el ascenso de las propiedades
de factorizacién finita y factorizacion acotada. Se demuestra que ambas propiedades
ascienden a los monoides potencia de monoides de Puiseux. Al igual que la propiedad
de factorizacion acotada, la propiedad de factorizacion finita por longitud, introducida
recientemente por A. Geroldinger y Q. Zhong en [30], es una versién més débil de
la propiedad de factorizacién finita. Se demuestra también en el capitulo 3 que la
propiedad de factorizacién finita por longitud no asciende a monoides potencia de
monoides de Puiseux.

El concepto de niimero primo de la aritmética se extiende naturalmente al alge-
bra: un elemento primo p es tal que si p | r+s, entonces p |7 o p|s. Sin embargo,
aunque este concepto y el de irreducible en la aritmética coinciden, no es el caso en
estructuras algebraicas mas generales como los monoides conmutativos, donde todo
elemento primo es un atomo, pero no al revés. El capitulo 4 esta dedicado a analizar
la existencia de los elementos primos en los monoides potencia restringidos de monoi-
des numéricos; asi como la existencia de dos de sus generalizaciones mas comunes: los
atomos fuertes y los elementos primarios. En efecto, se demuestra que los monoides
potencia restringidos de monoides numéricos no tienen ni atomos fuertes ni elementos
primario, por tanto tampoco tienen elementos primos.

Finalmente, el capitulo 5 estda dedicado al estudio del conjunto de atomos de
los monoides potencia restringidos de monoides numéricos, en especial del monoide
Piin,0(Np). Para ello se introduce lo que se llamara una separacién escalonada del con-
junto de atomos de cualquier monoide numérico: Sea N un monoide numérico, para ca-
da n € Ny se define A, 1 (N) :={A € A(Pno(N)) |médxA<ny |A|=k}, con 1 <k<
n+1. Se define ademas ay, 1, (N) := | Ay k(NN)|. Nétese como {{on, (V) }neng F1<k<n+1
es una sucesion finita, donde cada elemento es en si una sucesion. Esta sucesion se
puede representar de forma similar al tridngulo de Pascal®, disponiendo sus elementos
en forma de escalera o tridngulo. Entonces se presenta en este capitulo un algoritmo
que calcula, dado un n € N, las primeras n filas de {{a, r(No) }nen, F1<k<n+1. Esto
permite conjeturar varias cuestiones acerca del comportamiento de estas sucesiones.
En especial dos cuestiones fundamentales sobre los elementos situados en sus diagona-
les principales fueron demostradas en este capitulo. Finalmente el algoritmo hallado
se extiende para calcular una separacion escalonada del conjunto de moléculas.

LEl tridngulo de Pascal es una representacién de los coeficientes binomiales (Z) ordenados en
forma de triangulo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacion General

Definimos el conjunto de los nimeros naturales, excluyendo el cero, como N :=
1,2,..., y cuando incluimos el cero, se representa como Ny :=NU{0}. Para cualquier
par de enteros z,y € Z, el intervalo de enteros entre ellos se denota por [z,y]. Este
intervalo estd vacio si x > y. Ademads, definimos c[z,y] := {er | r € [z,y]}. Para cual-
quier subconjunto X de R y un niimero real r, el conjunto X > r esta conformado por
todos los elementos z en X que son mayores o iguales a r. De manera similar, X~,
se utiliza para representar elementos estrictamente mayores que r.

Para dos niimeros enteros z,y se define su mdzimo comin divisor (denotado como
gcd(z,y) por sus siglas en inglés) como un entero positivo d tal que d es divisor
comin de x ey (osead|xy d|y)y d |d para cualquier otro divisor comtun d’
de = e y. Para cada nimero racional positivo g € Q~(, existen niimeros naturales
tnicos n y d tales que ¢ =n/d y ged(n,d) =1, los cuales denotamos como n(q) y
d(q), respectivamente. Llamamos a n(q) y d(q) el numerador y denominador de g,
respectivamente. La valoracién p-adica para un entero no nulo n es el mayor valor en
el conjunto {k € N | p* divide n}, denotado por v,(n). Para cualquier niimero racional
g, su valoracion p-adica se define como v,(q) = v,(n(q)) —vp(d(q))

1.2. Monoides conmutativos

En este documento, un monoide se entiende como un semigrupo conmutativo
con un elemento identidad. Sea M un monoide. Como estamos asumiendo que todo
monoide aqui es conmutativo, entonces usaremos la notacién aditiva, a menos que se
especifique lo contrario. En particular, “+” denota la operacion de M, mientras que 0
denota el elemento identidad. Definimos M*® como M excluyendo el elemento cero, y
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M se llama trivial si M*® es el vacio. El grupo de elementos invertibles dentro de M se
representa como M ™,y M se considera reducido si M* es un grupo trivial. El grupo
cociente de M, denotado gp(M), es el tnico grupo abeliano, salvo isomorfismos, tal
que cualquier grupo abeliano que contenga una imagen isomorfa de M también debe
contener una imagen isomorfa de gp(M). El rango de M se define como el rango de
gp(M) como un médulo sobre Z, es decir, la dimension de Q ®z gp(M ). Un monoide
M es libre de torsion si nx = ny para algin n € N y x,y € M implica x = y. Un
monoide es libre de torsion si y solo si su grupo cociente es libre de torsion (referencia
a [33, Seccién 2.A]). El monoide reducido de M, denotado Myeq, es el cociente de M
por M*.

Para elementos r,s € M, se dice que s divide a r en M si existe t € M tal que
7 = s+1; en este caso, escribimos s |y 7. Esta definicion puede parecer poco natural
en el contexto de monoides aditivos, pero esta, al igual que otras como la de potencia,
factorizacién o invertible, se adoptan asi a partir de su origen en contextos multi-
plicativos. Un submonoide M’ de M se llama submonoide cerrado por divisores si
cualquier elemento de M que divide un elemento de M’ estd en M’ también. Dado
un subconjunto S de M, el submonoide més pequeno de M que contiene S se denota
por (S), y en este caso, S se llama un conjunto generador de (S). El monoide M
es finitamente generado si se puede expresar como M = (S) para algin subconjunto
finito S de M.

Un elemento a en M\ M* es un dtomo si para a =r-+s con r,s € M, al menos uno
de r o s pertenece a M *. El conjunto de todos los 4tomos en M se denota por A(M).
En un monoide reducido M, notamos que A(M) estéd incluido en cualquier conjunto
generador de M. Un elemento b € M se llama atomico si esta en el submonoide de M
generado por A(M). Siguiendo a [17], decimos que M es atémico si cada elemento no
invertible en M es atémico.

Decimos que d € M es un divisor comin mazimal de A C M si d divide a cada
elemento en A y no existe un elemento no invertible d’ € M tal que d' +d también
divide a cada elemento en A. Note que no todo subconjunto A de M tiene un divisor
comin maximal. Llamamos a M un monoide k-MCD (por las siglas en inglés de divisor
comin maximal), para algin k € N, si cada subconjunto A C M tal que |A| =k,
tiene un divisor comtin maximal. Ademas, llamamos a M un monoide MCD si M
es k-MCD para cada k € N. Notemos que en el monoide multiplicativo del anillo 7Z
las definiciones de divisor comtin maximal y la de maximo comin divisor, dada al
inicio de este capitulo, son equivalentes. Sin embargo, el concepto de maximo comun
divisor se puede generalizar de forma natural a monoides més generales, donde deja
de ser equivalente con la definicién de divisor comiin maximal, siendo esta tltima mas
general.

Un subconjunto / dentro de M es un ideal si al sumar cualquier elemento de
M a I sigue estando dentro de I (es decir, I+ M :={r+s|relyse M} CI).
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Un ideal se llama propio si no abarca el monoide completo M. Un ideal principal se
define como uno que puede ser generado a partir de un solo elemento de M. Decimos
que M satisface la condicion de cadena ascendente de ideales principales (ACCP) si
cada cadena ascendente {r, + M },cn de ideales principales de M, eventualmente se
estabiliza; es decir, existe un ng € N tal que r, + M =r, 11+ M para cada n > nyg.

1.3. Factorizaciones

Un monoide multiplicativo F' se dice que es libre en un subconjunto A si cada
elemento = € F' tiene una representacion unica en la forma

xr= H a"“(w),

donde v4(z) € Ny v vg(x) > 0 solo para un nimero finito de a € A. Para cualquier
conjunto dado A, hay un tinico monoide libre F' en A, salvo isomorfismos. El monoide
libre en A(M,eq), etiquetado por Z(M), se llama el monoide de factorizacion de M,
y sus elementos se conocen como factorizaciones. Para una factorizaciéon z =aj---an,
en Z(M), n se llama la longitud de z, y se denota por |z|. El mapeo de Z(M) a Myeq,
que lleva cada atomo a si mismo, se llama el homomorfismo de factorizacion de M.
El conjunto de todas las factorizaciones de un elemento = € M, denominado Z;(z)
(o simplemente Z(x) cuando no haya ambigiiedad), es la imagen inversa de z bajo
este homomorfismo. Decimos que M es atéomico si y solo si cada elemento en M tiene
al menos una factorizacion.

Para cada x € M, el conjunto de longitudes de = se define por

L(z) :=Ly(z) :={|z| : 2 € Z(2)}.

Un elemento x € M es llamado molécula si tiene factorizacion tnica en M, es
decir |Z(x)| = 1. Al conjunto de todas las moléculas del monoide M lo denotamos por
M(M). Es evidente que A(M) C M(M). El conjunto de moléculas de los monoides
conmutativos ha sido también ampliamente estudiado, por ejemplo por M. Gotti y el
autor de la presente tesis en [2].

Un elemento no invertible p en M es llamado primo si siempre que p |r+sy p{r,
con 1,8 € M, entonces p | s. Es facil de ver que todo elemento primo es un atomo,
sin embargo la implicacion inversa no es cierta en el caso general. Definimos dtomo
fuerte como un atomo a € M tal que todas sus potencias son moléculas, es decir
ka € M(M) para todo k € N. El concepto de atomo fuerte es uno mas general que
el de primo, pero mas especifico que el de atomo, o sea se cumple que todo elemento
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primo es un atomo fuerte y que todo atomo fuerte es un atomo. Sin embargo, en el caso
general ninguna de estas dos implicaciones son reversibles. Un elemento p € M \ M*
es llamado primario si siempre que p | r+s y p{r, para algunos r,s € M, entonces
p | ks, para algin k € N. No es dificil ver que la definiciéon de elemento primario es
una mas general que la de elemento primo.

Un monoide M se dice que es un monoide de factorizacion inica (UFM por sus
siglas en ingés) si cada elemento tiene exactamente una factorizacién, un monoide de
factorizacion finita (FEM por sus siglas en inglés) si cada elemento tiene un nimero
finito de factorizaciones, y un monoide medio factorial (HFM por sus siglas en ingés)
si cada factorizacién del mismo elemento tiene la misma longitud. Un monoide M
se llama monoide de factorizacién acotada (BFM por sus siglas en ingés) si tiene un
limite superior finito de las longitudes de las factorizaciones para cada uno de sus
elementos.

Llamamos a un monoide M un monoide factorial de longitud (o un LEFM por sus
siglas en inglés) si cada elemento de M tiene a lo sumo una factorizacién de longitud
k para cada k € N. Observe que si un monoide M satisface ambas condiciones HFM
y LEM, entonces M es un UFM. Ademas, decimos que un monoide M es un monoide
de factorizacion finita por longitud (o un LEFM por sus siglas en inglés) si el conjunto
{z €Z(x) | |z| = k} es finito para cada k € N. Observe que si un monoide M es un
LFFM y un BFM al mismo tiempo, entonces es un FFM.

1.4. Monoides Numéricos y de Puiseux

Un monoide numérico (a menudo estudiado como semigrupo numérico) es un
submonoide de (Np,+) caracterizado por tener un complemento finito en Ny. Cuando
Np \ N no esté vacio, su elemento mas grande se conoce como el nimero de Frobenius
de N, denotado como F'(N). Los monoides numéricos son notables por ser finitamente
generados, con sus conjuntos generadores minimos correspondiendo a sus conjuntos
de atomos. Debido a esta generacion finita, se clasifican como FFMs, como se afirma
en [9, Proposicion 2.7.8], y por extensién, como BFMs (monoides de factorizacién
acotada).

Por otro lado, un monoide de Puiseuzr es un submonoide de (Qx>0,+), que pre-
senta un conjunto diferente de propiedades. A diferencia de los monoides numéricos,
los monoides Puiseux pueden no ser finitamente generados ni atémicos. Un ejemplo
es M = (1/2" | n € Ny), que carece de generacién finita y elementos atémicos. Cu-
riosamente, algunos monoides Puiseux atémicos no se clasifican como BFMs, como
(1/p | p € P), mientras que otros pueden ser BFMs pero no FFMs, como NgUQx,.

Decimos que una sucesién de ntmeros racionales es bien ordenada (resp., co-
bien ordenada) si no contiene ninguna subsucesién estrictamente decreciente (resp.,
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creciente). Siguiendo a [21], decimos que un monoide de Puiseux M es bien ordenado
(resp., co-bien ordenado) si se puede generar por una sucesién bien ordenada (resp.,
co-bien ordenada). Hay monoides de Puiseux atémicos que no son ni bien ordenados
ni co-bien ordenados (como se puede ver en [36, Ejemplo 3.1]).

1.5. Monoides Potencia

El concepto de monoide potencia surge al considerar el conjunto formado por todos
los subconjuntos finitos no vacios de un monoide M, que denotamos como Pgy(M).
Para cualesquiera dos elementos S,T" € Pgp (M), su suma se define por

S+ T:={s+t|scSyteT}.

Esta operacién dota a Pg,y(M) de una estructura de monoide, que en adelante se
denominard + por simplicidad (esto por lo general no causard ambigtiedad).

Definicién 1.1 El monoide potencia de M se define como Pgn(M), con la operacion
de suma definida anteriormente.

Ademas, introducimos Pgp « (M), un subconjunto de Pg, (M) que consiste solo en
aquellos elementos que intersectan con M *; es decir,

Prin x (M) :={S € Pan(M) | S N M™ no es vacio}.

Este subconjunto forma un submonoide, conocido como el monoide potencia restrin-
gido de M. Cuando el tinico invertible del monoide es el 0 escribimos Pgp o(M).

1.6. Notacién computacional

Sea k un entero positivo. Sabemos que k puede ser escrito de forma tnica como
suma de potencias de dos, en la forma

n
k=Y ¢2', ¢;€{0,1}.
=0

Al nimero ¢,¢,-1---¢0 := i ¢;10% se le conoce como representacién binaria de k.
Al conjunto C':= {i € [0,n] | ¢; =1} (resp. Ng\ C') le llamaremos el conjunto de bits
activos de k (resp. conjunto de bits inactivos de k), y a sus elementos le llamaremos
bits activos de k (resp. bits inactivos de k).
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Dados dos enteros positivos k y n, llamamos a kVn el or-logico entre k y n, y se
define como N
kvVn= Z 2,
=0
donde ¢; =1 si 7 esta en el conjunto de bits activos de k o en el conjunto de bits
activos de n, y 0 en otro caso. Esta operacién es realizada por la computadora a nivel
de CPU, por lo que su ejecucion se considera de tiempo constante.



Capitulo 2

Atomicidad en monoides Potencia
de monoides de Puiseux

El objetivo principal de este capitulo es analizar cuando la atomicidad de los
monoides de Puiseux asciende a sus correspondientes monoides potencia (es decir,
investigar bajo qué condiciones el monoide potencia de un monoide Puiseux atémico
también es atémico). Primero, demostremos el siguiente lema.

Lema 2.1 Sea M un monoide de Puiseuzs. Sea B un elemento de Pg,(M). Entonces
se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Si|B| =1, entonces |B+C| = |C| para todo C € Pgp(M).
2. Si|B|>2, entonces |B+C| > |C| para todo C' € Py, (M).

Demostracion. (1) Esto sale inmediatamente.

(2) Sean by y bo elementos de B, con b < be. Tenemos que |{b1} +C|=|C| ya
que los monoides Puiseux son cancelativos. Sea c el elemento méximo de C'. Entonces
c+by>c+byy, por lo tanto, ¢+ by no estd en {b1}+ C. Por lo tanto |B+C| >
{b1}+C|+1>|C], lo que concluye la demostracion. O

No es una sorpresa que la atomicidad no ascienda de un monoide Puiseux a su mo-
noide potencia. Sin embargo, lo hace si imponemos la existencia de divisores comunes
maximales.

Teorema 2.2 Sea M un monoide Puiseuzx atémico. Entonces

1. Si M es un monoide MCD, entonces Ppn(M) es atomico.

2. Si M no es 2-MCD, entonces Pgn(M) no es atomico.

12
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Demostracion. Sea P := Pgn(M).

(1) Supongamos que M es un monoide MCD. Entonces, asumamos para llegar a
una contradiccion, que P no es atémico. Dado que By es un elemento no atémico de
P, existe una sucesion { By, },>0 de elementos no atémicos de P tal que Byy1 |p By
y Bni1 # By, para todo n € Ny. Ahora el Lema 2.1 garantiza la existencia de N € N
tal que k := |By| = |By| para todo n > N. Entre todas las cadenas estrictamente
ascendentes de elementos no atémicos de P que comienzan en By, asumimos que
{Bn}n>0 estd minimizando k. Por lo tanto, todo divisor de By en P tiene cardinalidad
1 o k. Supongamos que el conjunto By se escribe como By = {b1,b2,...,b}. Sea d
un divisor comin maximal de by,bs,...,b; en M. Entonces el tinico divisor comun de
A:={by —d,ba —d,...,bp —d} es {0}. El Lema 2.1, junto con la minimalidad de £,
asegura que en cualquier descomposicién de A como suma de dos elementos en P, uno
de ellos debe ser un singleton, y por lo tanto uno de ellos es {0}. Asi, A es un atomo
de P. Ademds, observe que {d} es un elemento atémico en P porque d es atémico
en M. Dado que By = A+ {d}, el hecho de que tanto A como {d} sean elementos
atomicos de P implica que By es atéomico, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
P debe ser atémico.

(2) Supongamos que M no es 2-MCD. Asumamos, para llegar a una contradiccién,
que P es atémico. Sean by,by dos elementos de M que no tienen un divisor comin
maximal. Considere el elemento B := {b1,b2} de P. Debido a que 0 no es un divisor
comin maximal de by y b en M, podemos tomar un d no nulo en M tal que d |5s by
y d |pr ba. Por lo tanto, B = {b; —d,by —d} + {d}, de donde B no es un atomo de
P. Como P es atomico, podemos escribir B = A; 4+ Ao +---+ Ay para algin k> 2y
atomos Aj, Aa,..., A de P. Dado que |B| =2, existe un elemento entre Aj,..., A
con tamano al menos 2. Podemos asumir entonces que |A1| > 2. Por lo tanto, sigue
del Lema 2.1 que

2=|B|=|A; 4+ (Ag+ -+ Ap)| > [Ag +-- + Ay,

obteniéndose que |A4;| =1 para cada i € [[2,k]], de donde |A;| = |B| = 2. Escribamos
A; ={a;} para cada i € [[2,k]], y definamos a :=ag+---+ aj. Entonces A1 = {b; —
a,ba —a}. Dado que by y be no tienen un divisor comiin maximal, existe un d’ no nulo
en M tal que d' |p; by —a y d' |pr by —a. Entonces Ay = {by —a—d',bo —a—d'}+{d'},
lo que contradice que A; es un atomo de P. O

Como consecuencia, demostrar que la propiedad de ser atémico no asciende a
los monoides potencia en la clase de los monoides Puiseux equivale a construir un
monoide Puiseux atémico que no sea un monoide 2-MCD. Esto haremos en el siguiente
contraejemplo.
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Ejemplo 2.3 Vamos a exhibir un monoide de Puiseur atomico M que no es un
monoide 2-MCD.

Primero, construyamos inductivamente una sucesion de nimeros primos con cier-
tas propiedades deseadas. Tomemos pg = 17, y luego supongamos que para n € Ny,
hemos elegido primos py,...,ps3, tales que p; > 15-2" para cada i € [[0,3n]]. Ahora
tomemos primos psn+1 Y P3nt2 tales que psnyo > p3ny1 > max{ps,,15- 23712} 4

(3350 (52} o
P3ng1 > maxsnl-—>» —|.n[=-—> — .
§ 5 D3 [y 2

Entonces, hemos construido inductivamente una sucesion estrictamente creciente de

primos (pp)n>0 tal que para cada n € Ny, tanto la desigualdad (2.1) como py, > 15-2"
se mantienen. Por lo tanto

1 &1 2 1

— <Y =< 2.2
nzopn 154092 15 7 (2:2)

Ahora, sea M el submonoide aditivo de Q definido de la siguiente manera:

1 1 4 1 1 6 K1
ol Bl ) o)
P3n D3n+1\D Z5D3i) Pan+2 \T P3i

Se deduce de (2.2) que Z%O:Uﬁ < % y, por lo tanto, M es un monoide Puiseux. Para
cada n € Ny, definamos

1 1 4 o1 1 6 |
ap == —, by:= — =Y — |, Yy cpi= =y — .
" pan " psna (5 g)p:).i) " p3nao (7 Z;)P?n')

Demostremos que M es atomico con A(M) = {an,bn,cn | n € No}. Para probar esto,
basta con mostrar que {ay,by,cn | n € No} C A(M). Observe que, para cada n € Ny,
el generador by, es el inico generador con valoracion ps,+1-ddica negativa, de lo cual
inferimos que b, es un dtomo de M. De manera similar, para cada n € Ny, el ge-
nerador ¢, es el unico generador con valoracion psn,+2-ddica negativa, por lo que ¢y
también es un dtomo de M. Para arqgumentar que a, € A(M) para cada n, fijemos
7 € Ny, y escribamos

N N N
=Y aja+ 3 b+ 3
1=0 1=0 1=0

para algin N € N y coeficientes «;, 5,7 € No para cada i € [[0, N]]. Supongamos, en
busca de una contradiccion, que existe k € [[0, N]] tal que By # 0. El hecho de que la

valoracion pap41-ddica de aj sea 0, junto con la desigualdad paj4q1 > n( Zl 0 sz)
garantiza que By es un mailtiplo de psx11. Como resultado,

4 Fo1 4
fza'>5kbk>*— —
p3j o Zz:%p?, 5

s

1
n
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lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, B; =0 para cada i € [[0,N]]. De manera
similar, podemos argumentar que v; =0 para cada i € [[0, N]]. Por dltimo, aplicando
la valoracion psi-ddica a ambos lados de la igualdad a; = ZNoazaZ para cada i €
[[0,N]]\{j}, obtenemos que a; =0 para cualquier i € [[0,N]]\{j}, y por lo tanto a;
es un dtomo de M. Por lo tanto, {ay,bn,cn | n € Ny} C .,4( ), v la afirmacion queda
demostrada.

Finalmente, demostremos que M no es un monoide 2-MCD. Para probar esto
vamos a demostrar que % Y g no tienen un divisor comun mazximal en M. Para ello,
escribamos % =q+dy % =r+d para algunos q,r,d € M. Escribamos también

4 N’ N’ N’
E= qg+d=> ojai+> Bibi+ Y i,
i=0 i=0 i=0

para algin N' € N y coeficientes o, Bi,vi € Ng para cada i € [0, N']. Como % tiene
una valoracién 5-ddica negativa, S, # 0 para algin k € [[0,N']].

Ahora el hecho de que la valoracion psy1-ddica de % es 0, junto con la desigual-

dad p3ri1 > n( ZZ 20 5y ), implica que By, es un maltiplo de psgy1. Por lo tanto,

cualquier factorizacion de g contiene al menos psiy1 copias del atomo by para algin
k € Nog. De manera completamente similar, podemos probar que cada factorizacion de
g debe contener al menos ps3pso copias del dtomo cp para algun ¢ € Ny.

Procedemos a probar que d € {ay, | n € Ng). Supongamos, en busca de una con-
tradiccion, que una factorizacion de d contiene un dtomo de la forma bj para algin
j € Ng. Esto garantizard la existencia de una factorizacion z' de g =r-+d que conten-
ga al menos una copia del dtomo b; y, por lo tanto, al menos p3;i1 copias del atomo

b; (aqui estamos usando una vez mds la desigualdad p3j11 > n ( ZZ —0 pa; )) Sin

embargo, como hemos visto en el pdrrafo anterior, 2’ también debe contener al menos
P3era copias del dtomo ¢ para algin ¢ € No. Por lo tanto

6 4 21 6 L1
- > p3j+1bj +p3er1be = (5 - Z) + (7 - Z) >

6

i=0 P3i i—0 P3i 7
lo cual es una contradiccion (la dltima desigualdad sale del hecho de que > 02— p %)
Por lo tanto, ninguna factorizacion de d en M contiene un dtomo en {b, |n € Ng}. De
manera similar, podemos demostrar que ninguna factorizacion de d en M contiene un
dtomo en {cy | n € No}. Dado que M es atdmico, d € {a, | n € Ng), como se deseaba.
Ahora supongamos que z := zq+ zq es una factorizacion de %, donde z; es una
factorizacion de q y zq es una factorizacion de d. Como z debe contener al menos
P3kr1 copias del dtomo by para algin k € Ng, el hecho de que zq no pueda contener
ninguna copia del dtomo bk asegum que zq contiene al menos p3y1 copias del dtomo

bi. Por lo tanto, psg11br = = EZ 07 p divide a q en M. De manera similar, podemos
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01
. T =0y )
dos afirmaciones, inferimos que si tomamos m € N con m > max{k,(}, entonces el
atomo ap, es un divisor comun de ambos q y r en M, lo que significa que d no es
un divisor comun maximal de % Yy g en M. Por lo tanto, % Y g no tienen un divisor

comun mazimal en M, y asi concluimos que M no es un monoide 2-MCD.

demostrar que p3giocy = g— > divide a v en M para algin £ € Ng. De las ultimas

En el siguiente resultado demostramos que, a diferencia de la atomicidad, la con-
dicion de cadena ascendente de ideales principales (ACCP) asciende de un monoide
Puiseux a su monoide potencia.

Proposicion 2.4 Si un monoide Puiseux M satisface la ACCP, entonces Pgy(M)
satisface la ACCP.

Demostracion. Sea P := Pgn(M). Ahora, consideremos una cadena ascendente de
ideales principales { B, +P}nen, de Py demostremos que se estabiliza. Del Lema 2.1
sabemos que existe N € N tal que | B,,| = |By| para todo n > N. Si | By| =1, entonces
(Bn+P)nen, se estabiliza ya que M satisface la ACCP. Supongamos entonces que
|Bn| > 1. Sea {C), },,~n una sucesion de elementos de P que satisface Cy 1+ Bpi1 =
By, para cada n > N. Del Lema 2.1 sabemos que |C,,| =1 para cada n > N, y luego
podemos escribir C, = {c, }, para algin ¢, € M. Sean b1 ,,,b2.,...,by p, los elementos
de B, listados en orden creciente. Observe que ¢, 11+ b; n41 = b; , para cada n > N.
Entonces tenemos que {b; ,, +M },,>n es una cadena ascendente de ideales principales
de M para cada i € [1,k]. Ya que M satisface la ACCP, cada una de esas cadenas
de ideales principales se estabiliza. Sea t; un entero positivo tal que b; , = b; s, para
cada i € [1,k] y n > t;. Llamemos ¢ := max{t; | 1 <i < k}. Entonces B,, = B; para
cada n > t, y por lo tanto, {B,, + P},cn se estabiliza. Concluimos que P satisface la
ACCP. O

Concluimos esta secciéon presentando un ejemplo de un monoide potencia de un
monoide Puiseux que es atémico pero no satisface la ACCP. A partir de la proposicién
anterior es claro que el correspondiente monoide de Puiseux no es ACCP.

Ejemplo 2.5 Tomemos r € QN (0,1) con n(r) > 2, y consideremos el monoide Pui-
seur M = (r" | n € Ng). Es bien conocido que este monoide es atdmico ( [12, Teo-
rema 2,3]). Sin embargo, se puede demostrar que no satisface la ACCP. De hecho,
observe que la identidad

n(r)®  n(r)"t! (d(r)—n(r))n(r)”
a0y i d(r)

Ty =

es cierta para cada n € N, lo que conlleva que la cadena ascendente de ideales prin-
cipales {xn + M}nen no se estabiliza. Sea P := Ppn(M) y observe que P tampoco
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satisface la ACCP, ya que { Xy +Plnen es una cadena ascendente de ideales prin-
cipales de P que no se estabiliza, donde X, = {x,} para cada n € N. Ahora, dado
que M es atémico y un monoide MCD (demostrado en [35, Ejemplo 4,3]) sigue del
Teorema 2.2 que P es atomico. Entonces P es un monoide potencia de un monoide
Puiseux, que es atomico pero no satisface la ACCP.



Capitulo 3

Las propiedades de factorizaciéon
acotada y finita.

El proposito principal de este capitulo es estudiar las propiedades de factorizacion
acotada y finita en la clase de monoides potencia de monoides Puiseux, prestando
especial atencion al ascenso de estas propiedades desde un monoide Puiseux a su
monoide potencia. Antes de centrarnos en la clase que consiste en todos los monoides
potencia de monoides de Puiseux, argumentemos que el monoide potencia restringido
de cada monoide de Puiseux es un FFM.

Proposicién 3.1 El monoide potencia restringido de un monoide Puiseur es un
FFM.

Demostracion. Sea M un monoide Puiseux.

Primero, argumentamos que P := Pgp o(M) es atémico. Para hacerlo, fijemos X €
P con |X|>2, y demostremos que X es atémico en P. Procedemos por induccién
(fuerte) sobre la cardinalidad de X. Esto se cumple cuando |X| = 2 ya que cada
elemento de tamano 2 es claramente un atomo de P. Tomemos k£ € N con k > 2,
y asumamos que cada elemento de P cuyo tamano pertenece a [2,k] es atémico.
Supongamos ahora que |X|=k+1. Si X es un adtomo, entonces hemos terminado.
Por lo tanto, podemos asumir que X no es un atomo. Entonces, existen A, B € P con
max{|A|,|B|} <|X|tal que X = A+ B. Dado que |A| < |X|=k+1y |B|<|X|=k+1,
sigue de nuestra hipdtesis inductiva que tanto A como B son elementos atémicos de
Py, por lo tanto, X debe ser atémico.

Ahora demostremos que cada elemento de P tiene solo un nimero finito de facto-
rizaciones. Para argumentar esto, fijemos X € P*®. Dado que cada dtomo que divide a
X en P es un subconjunto de X, el hecho de que X sea un conjunto finito implica que
hay solo un nimero finito de atomos que dividen a X en P. Por otro lado, observe
que si A es un atomo que divide a X en P, entonces ningtn elemento de la forma

18
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mA puede dividir a X en P siempre que m > max X. Al juntar las dos observaciones
anteriores, podemos concluir que X tiene solo un nimero finito de factorizaciones.
Por lo tanto, P es un FFM, como se deseaba. 0]

Aqui presentamos un ejemplo de un monoide Puiseux cuyo monoide potencia
restringido no es ni un HFM ni un LFM.

Ejemplo 3.2 Considere el monoide potencia P := Pgp,0(No). Observe que {0,1} +
{0,1} +{0,1} y {0,1} +{0,2} son dos factorizaciones del elemento {0,1,2,3} con
longitudes diferentes. Por lo tanto, P no es un HFM. Por otro lado, observe que
{0,1} +{0,2} +{0,2} y {0,1} +{0,1} +{0,3} son factorizaciones diferentes del ele-
mento {0,1,2,3,4,5} con la misma longitud. Como consecuencia, P no es un LFM.

Procedemos a argumentar que tanto la propiedad de factorizaciéon acotada como
la de factorizacion finita ascienden de cualquier monoide de Puiseux a su monoide
potencia.

Teorema 3.3 Para un monoide de Puiseux M, se cumplen las siguientes afirmacio-
nes.

1. Si M es un BFM, entonces Pgn(M) también es un BFM.
2. Si M es un FFM, entonces Pan(M) también es un FFM.

Demostracion. Sea M un monoide de Puiseux y P := Pg,(M).

(1) Supongamos, en busca de una contradiccién, que M es un BFM pero P no lo es.
Dado que M es un BFM, debe satisfacer la ACCP, y por lo tanto, de la Proposicion 2.4,
sigue que P también satisface la ACCP. Tenemos entonces que P es atémico. Como
P no es un BFM, debe existir B € P tal que L(B) no es finito. Del Lema 2.1 sabemos
que cada elemento en L(B) tiene como méaximo |B| a&tomos de cardinalidad mayor que
1. Por lo tanto, para cada k € N existe un elemento de Z(B) con al menos k dtomos de
cardinalidad 1. Para cada k € N tomemos A; j +Agp + -+ Ay 1 + Cy, € Z(B), para
algin Cp, € Z(B— Ay —Agp — - — Apg) v |Aig| = 1. Escribamos |A; | = {aix}
para cada i € [1,n]. Tomemos b como un elemento de B. Entonces, para cada k € N
tenemos que @y + -+ +ay |ar b. Esto, junto con el hecho de que M es atémico,
garantiza que para cada k € N existe una factorizacion de b en M con al menos k
atomos. Como consecuencia, L(b) no es finito, lo que contradice el hecho de que M
es un BFM.

(2) Supongamos que M es un FFM. Tomemos un elemento B en P y un entero po-
sitivo k. Demostremos que B tiene como maximo un numero finito de factorizaciones
de longitud k. Para hacerlo, establezcamos

C:={a€ M |a divide a b para algin b € B}.
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Dado que B es finito, obtenemos del hecho de que M es un FFM que C' es un conjunto
finito. Observe que las factorizaciones de B en P de longitud k son precisamente los
k-multiconjuntos formados por subconjuntos no vacios de C', y esta claro que solo hay
un nimero finito de tales multiconjuntos (de hecho, es como méximo el nimero de
k-tuplas de subconjuntos no vacios de C'). Por lo tanto, podemos concluir que P es
un LFFM. Ademés, como M es un BFM, se infiere de la parte (1) que P es un BEM.
Por lo tanto, P es un FFM. O

Concluimos esta seccién mostrando que, a diferencia de las propiedades de factori-
zacion acotada y finita, la propiedad de factorizacion finita por longitud no asciende de
un monoide de Puiseux a su monoide potencia. Para hacerlo, reutilizamos el monoide
construido en el Ejemplo 2.3.

Proposicion 3.4 Eziste un monoide de Puiseux que es un LEFM cuyo monoide
potencia no es un LFFM.

Demostracion. Primero, probemos que si {ap}n>1y {bn}n>1 son dos sucesiones co-
bien ordenadas de racionales positivos, entonces la sucesién {c,}n>1 definida como
Con = an V Con—1 = b, para cada n € N también es co-bien ordenada. Supongamos
lo contrario, que la sucesion {cy, }n>1 no es co-bien ordenada. Entonces podemos en-
contrar una subsucesion estrictamente creciente {c,}n>1 de {¢;}n>1. Dado que los
términos de {c/,}n>1 son términos de {a,}n>1 0 {bn}n>1, la sucesion {c,}n,>1 de-
be contener una subsucesién {c/},>1 que también es una subsucesién de {ap}n>1 0
{bp}n>1. Dado que {c],}n>1 es estrictamente creciente, también lo es {c/ },,>1. Ahora,
si {c’}n>1 es una subsucesién de {a, },>1, entonces obtenemos una contradiccién con
el hecho de que {ap}n>1 es una sucesién co-bien ordenada. De manera similar, si
{’}>1 es una subsucesion de {by,}n>1, obtenemos una contradicciéon con el hecho
de que {b, }n>1 es una sucesién co-bien ordenada.

Por el argumento dado en el parrafo anterior, inferimos que la suma de dos mo-
noides de Puiseux que son co-bien ordenados es de nuevo co-bien ordenado, lo que
implica inductivamente que la suma de una cantidad finita de monoides de Puiseux
co-bien ordenados es de nuevo un monoide co-bien ordenado. Ahora, tomemos a M
como el monoide de Puiseux construido en el Ejemplo 2.3; es decir,

1 1 4 21 1 6 1
sl B2 e ) )
P3n P3n+1\D 0P3i) Pa3n+2 \T ) P3i

El monoide M es generado por la unién del conjunto subyacente de tres secuencias
decrecientes, entonces M puede ser expresado naturalmente como la suma de tres
monoides de Puiseux co-bien ordenados. Por lo tanto, M es un monoide de Puiseux
co-bien ordenado. Hemos demostrado en el Ejemplo 2.3 que M es atémico, y por
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lo tanto se tiene de [36, Theorem 3.4] que M es un LEFM. Por otro lado, también
hemos argumentado en el Ejemplo 2.3 que M no es 2-MCD, y por lo tanto se infiere
de la parte (2) del Teorema 2.2 que el monoide potencia de M no es atémico. En
conclusiéon, el monoide potencia de M no es un LEFFM aunque M sea un LEFM. [



Capitulo 4

Atomos y otras nociones mas
débiles que elementos primos

En este capitulo, nos preguntamos cudles dtomos en un monoide potencia res-
tringido de un monoide numérico son atomos fuertes, elementos primos o elementos
primarios. Para simplificar la notacién, para cualquier monoide reducido N, nombre-
mos

P(N) = 7)ﬁn,O(]\[)'

La siguiente observacion preliminar nos permitira reducir la demostracion de mu-
chas observaciones atémicas generales sobre P(N) al monoide més simple P (Np).

Proposicién 4.1 Sea N' un monoide reducido y N un submonoide de N'. Entonces,
se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. P(N) es un submonoide cerrado por divisores de P(N').
2. Para todo A € P(N), se tiene Zp(y)(A) = Zpnr)(A).

Demostracién. (1) Fijemos S € P(N) y supongamos que S’ € P(N’) divide a S en
P(N'). Entonces existe T" € P(N') tal que S"+T' =S, y asi, el hecho de que 0 € T”
asegura que S’ C S C N. Por lo tanto S’ € P(N). Asi, P(N) es un submonoide cerrado
por divisores de P(N’), como se deseaba.

(2) Dado que P(N') es un monoide reducido que contiene a P(N) como un submo-
noide, la inclusién Zp(ny(A) € Zpy1)(A) se cumple claramente. La inclusién inversa
es una consecuencia inmediata del hecho de que P(N) es un submonoide cerrado por
divisores de P(N'). O

Para nuestro primer resultado principal, necesitamos los siguientes lemas.

22



Capitulo 4. Atomos y otras nociones mds débiles que elementos primos 23

Lema 4.2 Sea N un monoide numérico. Para S € P(N) y a € N, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) {0,a} divide a S en P(N).
(b) Para cada x € S, ya sea v—a €S ox+acSs.

Demostracion. (a) = (b): Asumamos primero que {0,a} divide a S en P(N), y
escribamos S = {0,a} + S’ para algin S’ € P(N). Entonces, para cada = € S, ya sea
reS ox—aecS. Sizel entonces x+a€S ysir—acS, entonces vr—a=
r—a+0€eSs.

(b) = (a): Por el contrario, supongamos que para cada = € S ya sea z—a € S 0
z+a € S. Consideremos el conjunto S’ :={z € S|z +a € S}. Para demostrar que
S C{0,a}+S’, primero fijemos x € S y notemos que, por hipdtesis, ya sea z —a € S
ox+a€S.Sixz—acS, entonces sigue de la definicién de S’ que x —a € S’ y asi
r€a+S C{0,a}+5" De lo contrario, z+a € S y asi de la definicién de S’; vemos
que z € 8" C{0,a}+ 5. La inclusiéon {0,a}+S" C S también sale inmediatamente,
ya que tenemos de la definicién de S" que 0+5' C Sy a+S' CS. O

Lema 4.3 Sea N un monoide numérico. Para S € P(N) y a € N, si el elemento
{0,a,2a,...,ka} divide a S en P(N) para algin k € N, entonces para cada x € S ya
sea x—a€S oxr+a€es.

Demostracion. Sea A:={0,a,2a,...,ka} para un k fijo en N y asumamos que A divide
a S en P(N). Escribamos S = A+ S’ para algiin S” € P(N). Entonces, para cada z € S
existe algiin 0 < k&' <k tal que x —k’a € S’. Por lo tanto, ya sea © —ka+ (k' —1)a =
z—aoz—kKa+ (K +1)a=xz+a pertenece a S, como se deseaba. O

Estamos en posicion de demostrar que P(N) no contiene atomos fuertes y, por lo
tanto, no tiene elementos primos.

Proposicién 4.4 El monoide P(Ny) no tiene dtomos fuertes.

Demostracion. Definamos P := P(Np). Primero observemos que, para cada n € N, el
atomo A :={0,n} no es un dtomo fuerte de P porque {0,2n} divide a 34 en P.
Procedemos a demostrar que A := {0,n,m} no es un atomo fuerte para nin-
gun n,m € N con 0 <n <m y ged(n,m)=1. Sea B el monoide numérico genera-
do por el conjunto {n,m}, y sea F(B) el nimero de Frobenius de B. Definamos
= méax(F(B)+1,m? —mn). Ahora fijemos k € N tal que knm > 3d y demostremos
que el elemento knA no es una molécula.
Tomemos un entero positivo arbitrario a > F(B) y escribamos a = zm+yn, donde
xr e y son enteros no negativos tales que la suma z +y es minima. Supongamos que
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x+y > kn. Entonces x > kn —y, lo cual podemos sustituir en la expresion a = xm-+yn
para obtener

a=xm+yn > knm—ym+yn=knm—y(m—n) >knm—m(m—n) = (k+1)nm—m?,
donde la ultima desigualdad sigue de la minimalidad de x +y. Ahora observemos que
si a tiene una factorizacion de longitud a lo sumo kn en B, entonces a < knm. Por lo
tanto, vemos que hay a lo sumo

knm — ((k +1)nm— m2) =m?—mn
elementos de B que son a lo sumo knm pero no tienen factorizaciones de longitud a
lo sumo kn en B. Por lo tanto, como méximo los tltimos d — 1 elementos de [d, knm]
no pertenecen a knA. Ademas, la desigualdad d > F(B) asegura que a lo sumo los
primeros d — 1 elementos de [0,knm — d]] tampoco pertenecen a knA. Por lo tanto,
[d, knm —d] C knA. Ademaés, el intervalo entero [d,knm — d]] tiene al menos d ele-
mentos. Podemos inferir ahora que para cada entero s € [0,knm] ya sea s—d o s+d
es un elemento de knA. Como consecuencia, sigue del Lema 4.2 que {0,d} |p knAy,
por lo tanto, knA no es una molécula, por lo que A no es un atomo fuerte de P.
Ahora tomemos un elemento arbitrario X = {0,z1,...,2p} € P con £ >2y

ged(xy,...,xp) = 1. Podemos ver que existe un r € N tal que rX contiene un elemento
T que es coprimo con rzy: esto sale facilmente después de tomar p,p’ € N lo suficien-

temente grandes para garantizar que :U]g +1e x?lX . Ahora definamos A := {0, z,rx}.
Ya habiamos demostrado que existen d € N y un ¢t € N suficientemente grande tal
que ya sea s —d o s+d pertenece a tA para cada s € [0,trzy]. Ademaés, lo mismo es
cierto para trX ya que tA C trX. Por lo tanto, en virtud del Lema 4.2, deducimos
que {0,d} |p trX, de donde X no es un atomo fuerte.

Finalmente, tomemos un elemento arbitrario X = {0,z1,...,2,} € P, con £ > 2.
Luego definamos g = ged(z1,...,2¢) y X' :={0,21/9,...,2¢/9}. Ya hemos demostrado
que {0,d} divide a alguna potencia de X’ para algiin d € N. Entonces {0, gd} divide
a alguna potencia de X, y por lo tanto X no puede ser un atomo fuerte. Por lo tanto,
el conjunto de atomos fuertes de P es el vacio. 0

Ahora utilizaremos el resultado de la Proposicién 4.1 para extender el resultado
anterior al monoide potencia de cualquier monoide numeérico.

Proposiciéon 4.5 Sea N un monoide numérico. El monoide P(N) no tiene dtomos
fuertes.

Demostracién. De la Proposicién 4.1(b) se deduce facilmente que A(P(N)) = A(P(Np))
NP(N)y que M(P(N)) = M(P(Ny))NP(N). Por tanto, el conjunto de atomos fuer-
tes de P(N) es el mismo que el de P(Np), el cual demostramos en la Proposicion 4.4
que es el vacio. O
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Obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 4.6 FEl conjunto de primos del monoide P(N) es el vacio, para cualquier
monoide numérico N .

Ahora que sabemos que los monoides de potencia de monoides numéricos no tienen
primos, es inmediato plantearse la pregunta de si los mismos monoides contienen
elementos primarios ya que, después de todo, el concepto de elemento primario es
una de las debilitaciones mas naturales de la definicién de elemento primo. De hecho
introduciremos un concepto mas general que el de elemento primario y demostraremos
que en efecto que no existen tales elementos en los monoides potencia de monoides
numeéricos.

Definicién 4.7 Liamamos a un elemento x en algin monoide M completamente
primario si siempre que  |yr v+ s para algunos r,s € M, entonces existe algin k € N
tal que o bien x |pr kr o |ar ks.

Es facil ver que todo elemento primario es también completamente primario. De-
mostremos ahora el siguiente lema que servird de apoyo en la demostracion del pro-
ximo resultado importante.

Lema 4.8 Sea M un monoide conmutativo escrito aditivamente. Si x € M es com-
pletamente primario entonces kx es completamente primario para cualquier k € N.

Demostracion. Fijemos k € N y supongamos que x es completamente primario y que
kx| r+ s para algunos r,s € M. Entonces x | 7+ s lo que implica que existe algiin m € N
tal que x | mr o z | ms. Entonces o bien kz | kmr o kx | kms, de donde deducimos
que kx es completamente primario. [l

Estamos en posicién de generalizar el Corolario 4.6, demostrando que los monoides
potencia de monoides numéricos no tienen elementos completamente primarios.

Proposicién 4.9 Sea N un monoide numérico. El monoide potencia P(N) no tiene
elementos completamente primarios.

Demostracion. Primero demostremos que el elemento £{0,m} no es completamente
primario para ningin t € N, m € N. Fijemos t € N;m € N y definamos P :=t{0,m}.
Observemos que P no divide a ninguna potencia de A :=¢{0,2m,3m} ya que m ¢ kA
para ningtin k € N. Ahora definamos B := t{0,m,3m}. Tomemos cualquier k € N
y notemos que 3ktm y 3(k —1)tm+3(t —1)m +m = 3ktm — 2m son los elementos
maés grandes en kB, y asi 3ktm —m ¢ kB. Por lo tanto, del Lema 4.3 deducimos
que Pt kB para ningin k € N. Sin embargo, es facil ver que P divide al elemento
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A+ B={0,m,2m,...,6tm}, y por lo tanto, P no es completamente primario ya que
no divide a ninguna potencia de A o B.

Ahora tomemos algin elemento arbitrario A de P(N) que no sea una potencia de
{0,m} para ningtin m € N. Demostremos que A no es completamente primario. Sean
t1,t2,...t, los elementos no nulos de A, tomados en orden creciente. Del Lema 4.8
sabemos que si A es completamente primario entonces 2A es completamente primario
también. Entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad que 2¢; € A (después de
reemplazar A por 2A si es necesario). Definamos B :={0,t2,t3,...,t,} y C:={0,t1},
los cuales claramente son elementos de P(NN). Observemos que A+C = B+C. Esto
se cumple ya que el nico par de elementos en A x C' que no estd en B x C' es (t1,%1),
pero su suma es 2t; que esta en B+ C. Sin embargo, es facil ver que A no divide a
ninguna potencia de B. Ademas, dado que A no es una potencia de C' por hipotesis,
contiene algin elemento que no es de la forma kty, y por lo tanto no puede dividir a
ninguna potencia de C' tampoco. Por lo tanto, A no es completamente primario, lo
que concluye nuestra prueba. O

Corolario 4.10 Sea N un monoide numérico. El monoide potencia P(N) no tiene
elementos primarios.



Capitulo 5

Una separacion escalonada del
conjunto de atomos del monoide
potencia restringido de un monoide
numeérico

En este capitulo, proponemos una separacion natural en subconjuntos del conjunto
de atomos del monoide potencia de cualquier monoide numérico dado, y analizamos
los tamanos de estos subconjuntos. Al igual que en el capitulo anterior nombramos
por simplicidad P(N) := Pano(/N), para cualquier monoide reducido N. Para cada
n € Ny, definimos o, 1, (V) := |A, x(N)|, donde

Ani(N):={A € A(P(N)) | max A <ny |A] =k}

para cada entero k con 1 < k <n+ 1. Estamos interesados en el comportamiento de
la sucesién bidimensional {oy, ;(INV)} (forma simple de denotar la sucesion finita de
sucesiones {{ay 1 (N)}nen, H<k<nt1 )-

Por simplicidad denotemos Ay, 1, := Ay, 1 (No) ¥ o i := |Ap k| La primera seccién
de este capitulo va dedicada a mostrar un algoritmo que calcule las primeras n filas
de la distribucion en forma de triangulo de Pascal de los nimeros , j; asi como de
demostrar su correctitud y su complejidad temporal.

27
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5.1. Algoritmo que calcula {«,;}

A lo largo de esta seccién nos referiremos a Py 0(No) solo como P, y siempre
que se escriba explicitamente un elemento A € P en la forma A = {0,21,22,...2,} se
asume que r1 < T2 < ... < Tp.

Comenzaremos esta secciéon demostrando que existe una biyeccién f entre Py
el conjunto de todos los enteros positivos impares, o sea N := 2N+ 1. En efecto, la
forma explicita de f estd dada por

flA)y =3 2"

beA

Demostremos que esta aplicacion es inyectiva. Tomemos dos elementos diferentes
A, BeP,donde A={0,z1,...,x,} y B={0,2],...,2),}. Notese que se asumid que
la cantidad de elementos de ambos es la misma ya que de lo contrario se tendria que
la cantidad de bits activos de f(A) y f(B) seria distinta. Sean xj, # x}, los primeros
elementos que difieren en A y B. Supongamos, sin perder generalidad, que xj < ..
Entonces tenemos que f(A) tiene a xp como bit activo, mientras que f(B) no, de

donde f(A) # f(B).
Para ver que esta aplicacion es ademas sobreyectiva, tomemos cualquier entero
impar s. Sea A ={xg,...,x,} el conjunto de los bits activos de s, tomados en orden

ascendente. Es facil ver que 29 =0 ya que s es impar. Por tanto f(A) = sy se tiene que
f es sobreyectiva. Ademés, queda claro de este argumento que f~!(s) es precisamente
el conjunto de bits activos de s.
Ahora definamos una operacion sobre los elementos de N. Sean s,t € N, denota-
remos por
s+t =520y 201 vy 520

donde {bg,b1,...,b,} es el conjunto de bits activos de ¢.

Dada la operacién definida tenemos que (N,4') es un monoide, siendo el 1 el
elemento neutro. Demostremos ahora que este es isomorfo a P bajo la aplicacion
f. Para ello probemos que f(A)+' f(B) = f(A+ B). Sea A=1{0,a1,...,a,} y B =
{0,b1,...,b,}. Sabemos por definicion que A+ B ={a+b|a € A,b € B}, pero este
conjunto también lo podemos expresar como la siguiente uniéon de conjuntos

A+B=J(A+b) = J{a+b|ac A}
beB beB

Ahora, de la definicién tenemos que f(A)+' f(B) = Vpen (f(A) *2”), dado que b es

un bit activo de f(B), por cada b € B. Es facil ver que f(XUX') = f(X)V f(X'), ya
que el conjunto de bits activos que resulta de hacer un or-logico es precisamente la
union de los conjuntos de bits activos de los operandos, lo cual sale directamente de
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la definicién. Esto ultimo se puede extender por induccién para un ntmero finito de
conjuntos en la forma f(X;U---UX,) = f(X1)V---V f(X,). Ademés, f({a+b|a€
A}) = f(A)*2°, para cualquier A € P y cada b € Ny. Por tanto tenemos que

F(A+B) = [(U (A+0)) = Vien (A+b) = Viep(f (4) #2°) = f(A) + f(B).
beB

Ahora podemos invertir el orden de A y B en la cadena de igualdades anterior para
obtener que f(B)+' f(A) = f(A+ B) = f(A)+' f(B), de donde obtenemos que (N, +')
es un monoide conmutativo isomorfo a P.

Ahora sea

Cni={s € A(N) | logy(s) <ny bitent(s) =k},

donde btent(s) denota la cantidad de bits activos en s. Es facil ver que f(A,, ) = Cp
¥ an = |Cp |- Por lo tanto, podemos encontrar las cantidades a, j, buscando los
atomos del monoide N. Se ha hecho esta transformacion del objeto de estudio dado
que este nuevo es mas sencillo de trabajar computacionalmente, ya que sus elementos
son enteros positivos.

Dado un n especifico se puede observar que todos los enteros positivos s entre 1
y 271 — 1 cumplen que logy(s) < n. Entonces el algoritmo propuesto consta de dos
partes, primero determinaremos por cada entero en el rango visto si este constituye
o no un atomo y luego contamos la cantidad de dtomos en cada subconjunto C, .

La propuesta hecha para la primera parte funciona de forma similar a la Criba
de Eratostenes usada para determinar los nimeros primos. Para ello podemos contar
con una estructura lineal, como un array, que contenga por cada entero positivo
en este rango un valor booleano que nos va a indicar si este nimero es o no un
atomo. Inicialmente decimos que todos los elementos son atomos y a menudo que
encontremos divisores de los mismos, los vamos marcando como no atomos. Esto lo
hacemos iterando primero por cada entero positivo x1 en el rango visto, en orden
creciente, y por cada uno iteramos nuevamente por los enteros positivos xs, mayores
o iguales que este, marcando al elemento x1 +' 29 como no 4tomo.

A continuacién se presenta una implementacién de un método que materializa la
primera parte del alogirtmo, descrita en el parrafo anterior. La misma fue hecha en
C++, dada la rapidez que tiene este lenguaje para hacer computos como los necesarios
en este algoritmo.

void calculate_atoms (int row_no)

{

int mx = 1LL << (row_no + 1); // 2°(n + 1)
for(int x_1 = 3; x_1 < mx; x_1+=2)
{

if (no_atom[x_1]) continue;
auto active_bits = get_active_bits(x_1);
for(int x_2 = x_1; ; x_2 +=2)
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int result = 0; // x_1 +’ x_ 2
for(int &b : active_bits)

{
result |= (x_2 * (1LL << b)); // x_2 * 27b
}
if (result >= mx)
break;
no_atom[result] = true;

La variable de entrada del método es el n mencionado anteriormente, correspon-
diente al niimero de filas que se quiere calcular. El método hace basicamente lo que se
explicé anteroirmente. La variable ma := 2""! es utilizada como supremo (excluyen-
te) de los elementos a analizar. La condicién de la linea 6 se anade para optimizar,
ya que si un elemento tiene un divisor propio, este tiene un divisor propio que es
un atomo, por tanto en el primer ciclo solo nos interesa iterar por los atomos. El
método get active bits simplemente obtiene el conjunto de bits activos del niimero
pasado como argumento. Entre las lineas 10 y 14 se calcula x1 +' z9. Es facil ver
que si z1+ x9 > mz, entonces x1 +' x5 > ma para todo xh > x9, lo cual justifica que
rompamos el segundo ciclo cuando se cumpla esta condicion en la linea 15.

La segunda parte del algoritmo es mas sencilla. Dado un n € Ny, lo que se quiere
es obtener la sucesion ay, 1,..., 0, n+1. Para ello solamente se debe iterar por todos
los atomos hallados, y en dependencia de la cantidad de bits activos del nimero,
adicionarlo al contador correspondiente. A continuacién mostramos el codigo corres-
pondiente.

vector<int> get_alpha_n(int row_no)

{
vector<int> n_k(row_no + 1);
for(int i = 1; i < (1LL << row_no); i ++)
{
int element = i *x 2 + 1;
if ('no_atom[element])
{
n_k[__builtin_popcount (element) - 1] ++;
}
}

return n_k;

3

En el codigo la lista ny es la que contiene al final los valores a, 1,...,0 n41 ¥ la
funcion __ builtin__popcount es un método de C++ usado para determinar la cantidad
de bits activos en la representacion binaria de un ntmero.
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Solo resta hallar la complejidad de ambos métodos. Para el primer método primero
veamos que 2x (z1 +' x9) > z172. Esto se puede comprobar facilmente si tomamos
logaritmo en base 2 en ambos lados de la expresién. Por tanto, zy < 2% 27F! /x1 ya
que 1+ x9 < 2" La complejidad temporal del primer método recae en la cantidad
de iteraciones que en total hace el segundo ciclo for, la cual es menor que

2" 2n—|—2 4o
- n 271
Z 27, + 1 Z 22 + 1 (n2%);

mas el costo de los llamados a get active bits, cada uno de los cuales tiene un costo
temporal de O(n), para una complejidad total de O(n2™). El resto de operaciones son
manejadas a bajo nivel en la CPU y por tanto son O(1) (razén por la cual se escogid
C++ como lenguaje de programacion).

Para el caso del segundo método es ficil ver que la complejidad es O(2"), ya que
la funcién __ builtin_popcount también funciona en O(1), ya que se ejecuta a bajo
nivel en la CPU.

La complejidad espacial del algoritmo es O(2") dado que el array que mantiene
la informacién de cudles elementos son o no dtomos tiene tamafo 2"+

En la practica las primeras 25 filas del tridngulo pueden ser halladas en menos
de 1 minuto y con un uso de memoria inferior a 1GB. Mientras que las primeras 30
conllevan unos 30 minutos de corrida del algoritmo y menos de $GB de memoria.
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5.2. Analisis del comportamiento de {«a,;}

A partir del algoritmo anterior pudimos hacer un estudio de patrones en el com-
portamiento de la sucesion {a,, 1}, al menos sobre las primeras 30 filas, con la idea
de extenderlos a todo {a;, (N)} para cualquier monoide numérico N. La figura 5.1
muestra las 10 primeras filas del tridngulo hallado por el algoritmo.

03 20
04 4 20
0586 00
0 6 12 14 6 0 O
0 7 18 26 20 6 0 O
0 8 24 44 48 27 3 0 O

0 9 32 68 98 76 37 2 0 O

Figura 5.1: Primeras 10 filas de {oy, 1 }.

La primera observacion que podemos hacer es que cada diagonal hacia el sureste
eventualmente consiste solo de ceros.

Proposicion 5.1 Sea N un monoide numérico. Para cada k € Ny, existe ng € Ng tal
que para cada n > ng, la igualdad oy, ,—(N) =0 se cumple.

Demostracién. Primero, observemos que si para algin ng € Ny el conjunto A, ; estd
vacfo para cada n > ng, entonces el hecho de que A(P(N))=P(N)NA(P(Np)), el
cual se deduce de la Proposicién 4.1, garantizaria que A, ,(N) también estd vacio
para cada n > ng. Por lo tanto, basta con demostrar la proposicién cuando N = Nj.

Fijemos k € Ny, y consideremos los elementos de A,, ,_j. Fijemos ng € N tal que

logsng > (k;l) + 2k + 3. Demostraremos que para cada n > ng, se cumple la igualdad

0 n—k = 0. Supongamos, para llegar a una contradiccion, que oy, ,— > 0, y tomemos
S € Ay n—. Entonces S C [0,n] y [S]=n—k.

Dado que n—k > 2, vemos que S no es un atomo de la forma {0,a} para ningtin
a € [1,n] y, por lo tanto, S no puede ser divisible en P(Np) por ningiin dtomo de
cardinalidad 2. Como resultado, el Lema 4.2 garantiza, para cada a € [1,[%]], la
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existencia de z, € S tal que x,+a ¢ S. Para cada a € [1,|%]], el hecho de que
Tq+a ¢ S (respectivamente, z, —a ¢ S) asegura que o bien z,+a € [0,n]\ S o
Zq+a > n (respectivamente, o bien z, —a € [0,n] \ S 0 z, —a < 0). Sin embargo,
para cada a € [1, % ]], tenemos que (z4+a) — (2, —a) = 2a < n, y por lo tanto ambas
desigualdades z, —a < 0 0 x4+ a > n no pueden sostenerse simultaneamente. Por lo
tanto, después de definir

Ay={ae[L,[}]]|za*ac[0,n]\S},
Ay={ac[L[§]]|za+tac[0,n]\S v za—a<0}y

Ag={ac1,|4]]|za—ac[0,n]\S v za+a>n},

vemos que [1,[§]] = A1UAU A3,

Primero, supongamos que a € A; y, por lo tanto, z, £a € [0,n] \ S. Entonces, en
virtud de la igualdad a = W> el elemento a puede escribirse como la mitad
de la distancia entre dos elementos distintos en [0,n]\ S. Por lo tanto, el hecho de
que [0,n]\ S tenga tamano k+ 1, asegura que |A;| < (k;rl)

Ahora supongamos que a € Ay. En este caso, v, —a <0y zs+a € [0,n]\S,
por lo que z,+a < 2ay a < z,+a; es decir, m“TJ““ < a < x4+ a. Por otro lado,
supongamos que a € Az, y por lo tanto que x4, —a € [0,n]\ S y x4+ a > n. En este
caso, ambas desigualdades n —x, < a y x4, < n se cumplen, y por lo tanto obtenemos

w <a<n—(xg—a). Como consecuencia, para cada a € Ay U Az, podemos
N—Ya

elegir y, € [0,n] \ S tal que, o bien % <a <y, 0 "5’ <a<n—y, ,y asi existen
Yl,-- -, Yok € [0,n] tales que

que

2k
AsUAg C U (

2 (51)
1=1

2

Ahora, consideremos el conjunto A := {2j | 7 €0, (kgl) + 2k + 1]]} Dado que
n>mngy loggng > (k’;) +2k+3, vemos que A C [1, HJ]] Esto, junto con [1, [%J]] =
A1 UAs U Asg, garantiza que A C AU (A N(A2U A3)>. Notemos que, para cada y €
[0,n], el intervalo (%,y} contiene a lo sumo una potencia de 2 y, como consecuencia,

|AN (%,ylh < 1 para cada i € [1,2k]. Por lo tanto, a raiz de (5.1), obtenemos que

2k

; k+1
UAﬂ(‘yzZ,yz} g( g >+2k,
=1

lo que es una contradiccién. Como resultado a, i = |Ap, ,—1| = 0 para cada entero
n con n > ng. |

k+1
( ; >+2k+2=1A|§|A1|+|Am(A2uA3)|§|A1|+
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Como resultado principal de esta secciéon probaremos que, para cada k € N, las
secuencias {a, g fn>1y { 2)} -, Son asintéticamente equivalentes. Primero, necesi-
bl — n_

tamos argumentar el siguiente lema.

Lema 5.2 Para A,B € P(Ny)®, son ciertas las siguientes afirmaciones.
1. |[A+B| > |A|+|B| - 1.

2. |A+ B|=|A|+|B|—1 si y solo si existe c € N tal que A= c[0,|A|—1] y B =
c[0,|B|—1], en cuyo caso, A+ B = c[0,|A|+|B| —2].

Demostracion. (1) Tomemos A, B € Pgy 0(Np), y definamos n:= |A| y m:=|B|. Ahora
sean ai,...,ap—1y b1,...,bm—1 los enteros positivos con a1 < as <...<an—1y by <ba <
oo <bm—1 tales que A:={0,a1,a2,...,an—1} y B:={0,b1,b2,...,b;—1}. Observemos
que

S:={0}U{aj,an1+b;|jel,n—-1] y ke [l,m—1]}

es un subconjunto de A+ B. Dado que 0 <aj; <as <...<ap_1<an_1+by <an_1+
by < ...<ap—1+bm_1, se tiene que |[S| =n+m—1, lo que implica que |A+ B| >
n+m—1=|A|+|B|-1.

(2) Para la implicacién directa, suponga que |A+ B| = |A|+|B|—1. Tomemos A, B
y S como en la parte anterior, y definamos ag = bg = 0. Debido a que S C A+ By |S| =
|A|4|B|—1=|A+ B|, tenemos que S = A+ B. Demostremos que A =010, |A| —1]. Si
|A| = 2, entonces nuestra hipotesis sigue inmediatamente, ya que en otro caso tenemos
que by =0+4+b; € A+ B, pero by ¢ S. Ahora asumamos que |A| > 3. Observemos que
an—2+ b1 es un elemento de S que satisface que a,_9 < ap_2+b1 < a,_1+ b1, por
lo que el hecho de que [ap—2+ 1,an—1+b1 —1]NS ={a,—1} garantiza que a,_1 =
an—9 + b1. Supongamos, por principio del buen orden, que k es el menor elemento
en [1,n— 1] tal que la igualdad ap = a;_1 + b1 se cumple. Dado que ay_o+0b; €Sy
ap_o < ax_o+by < ap_1+ by = ag, obtenemos de Jag_o+1,ar —1]NS = {ax_1} que
aj_1 = aip_o + b1, lo cual contradice la minimalidad de k. Por lo tanto, concluimos
que a = ap_1+ by para cada k € [1,n—1]. Esto implica que aj = kb; para cada
ke [0,n—1], y asi A="b[0,|A| —1]. En particular, vemos que a; = b;. De manera
similar, podemos probar que B = a1 [0,|B| — 1], y luego solo necesitamos hacer ¢ = a;.

En sentido contrario, es facil ver que si A = ¢[0,|A|—1] y B = ¢[0,|B| —1] para
algin ¢ € N, entonces A+ B = ¢[0,|A| +|B| —2]. O

Estamos en posicion de establecer el resultado principal de esta seccion.

Teorema 5.3 lim, oo (Q”Tk) =1 para todo k > 2 fijo.

k—1
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Demostracion. Fijemos k € N con k > 2. Para cada n € N, denotemos por S, al
conjunto que consiste en todos los subconjuntos de Ny que contienen 0, tienen un
elemento maximo menor o igual a n, y tienen exactamente k elementos: claramente,

|Sn,/<; = (kﬁl) y
Apr={A€ Snr| A€ AP[Ny))}

Dividimos el resto de la demostraciéon en dos casos.

CASO 1: k=2. En este caso, Sp2 ={{0,m} |1 <m <n}. Probemos que {0,m} es
un atomo en Py, o(Np) para todo m € N. Supongamos, para llegar a una contradiccién,
que {0,m} no es un atomo en P(Np) para algin m € N. Entonces podemos elegir
A,B € P(Np)® tal que A+ B ={0,m}. La condicién A, B € P(Np)® garantiza las
desigualdades |A| > 2 y |B| > 2, y por lo tanto tenemos que |A|+ |B|—1> 3. Asi,
|A+ B| > 3 en virtud del Lema 5.2, contradiciendo que A+ B = {0,m}. Por lo tanto,
todos los elementos de S, 2 deben ser &tomos en P(Np), lo que implica que Sy, 2 = A, 2
y Gn2 = |Sn,2

CASO 2: k > 3. Para este caso, probaremos que para cada n € N la desigualdad
|Snk \ An k| < Pr—2(n) se cumple para algin polinomio Py_s(x) en Z[z] de grado
k —2 (cuyos coeficientes dependen de k pero no de n). Para hacerlo, fijemos n € Ny
consideremos los siguientes dos conjuntos:

= (221) =n. Por lo tanto limn%oo O{n’2/<?) = ]_’ como se deseaba.

1. S—py1:={S€8,%|S=A+B para algunos A, B € P, 0(No)® con |[A|+|B| =
k+1},y

2. Scpp1:={5€ 8,1 | S=A+ B para algunos A, B € Pgy, 0(No)® con |[A|+|B| <
k+1}.

A la raiz de la parte (1) del Lema 5.2, si S = A+ B para algunos A, B € Pgy, 0(No)*®,
entonces k+1 > |A|+|B|. Por lo tanto Sy, 1 \ Ap r = S=g4+1U S<k41. Procedemos a
encontrar limites superiores tanto para |S—g41| como para |Scgi1| ¥, por lo tanto,
para |Sn,k‘ \An,k|'

Para encontrar un limite superior para el tamano de S—j1, fijemos S € S_11 y
escribamos S = A+ B para algunos A, B € P(Ny)*® tal que |S| =k =|A|+|B|—1. Por lo
tanto, sigue de la parte (2) del Lema 5.2, que A= ¢[0,|A|—1] y B =¢[0,|B|—1] para
algiin ¢ € N| en cuyo caso, S = A+ B = [0,k —1]. Dado que méx S < n, vemos que
c € [1,+%] y, como consecuencia, [S—j1| < ;5. Para encontrar un limite superior
para el tamano de S.j.1, consideremos el siguiente conjunto:

Qni+1:={(A,B)|A,B€P(Ny)* y A+ B € Scps1}

Para cualquier S € S—py1, existen conjuntos A, B € P(Np)® tales que A+ B = S,
es decir, existe un par (A,B) € @y, r+1 tal que A+ B = 5. Por lo tanto, la funcién
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Qni+1 — S<iky1 definida a través de la asignacion (A,B) — A+ B es sobreyecti-
va, de donde |Scpi1] < |@Qp k41| Para encontrar un limite superior en |Qy 411/, lo
ampliaremos a un conjunto atin mas grande:

Quit1 ={(A,B)|A,BeP(Ny)*, |A|+|B| <k+1y mix A mix B < n}.

Para ver que @ x+1 C Q%,ml’ tomemos (A4,B) € Qp k+1. Entonces A+ B € Scpy1,
y por lo tanto |A|+|B| < k+1. Ademés, A+ B € S, 1, lo que implica que max A+
max B = méx(A+ B) < n y, por lo tanto, mdxA <n y maxB < n. Asi, (A,B) €
@jr1- Por lo tanto Qp k41 € @), 411, v cualquier limite superior para @), ;| tam-
bién sera un limite superior para |Scxy1|. Dado i € N con ¢ > 2, el ntimero de formas
de elegir un conjunto A € P(Ny)® con |A| =iy mdxA <n es (ifl), por lo que inme-
diatamente obtenemos la siguiente expresion,

Qnirrl= > (/_H)(j:) (5.2)

i,j>2
itj<k+1
donde primero elegimos los tamanos ¢ y 7 y luego contamos el niimero de pares
(A,B) €@, 1 con |A| =iy |B|=j. Después de un cambio de variables obvio en la
férmula (5.2), podemos escribir

Q= T (?><7>: s oD moit Do) (o),

1
ij>1 \'/\J ij>1 b
i+j<k—2 i+j<k—2

(5.3)
Observe que la expresion mas a la derecha en (5.3) es un polinomio en n de grado
i+ 7, que estd garantizado ser como maximo k — 2. Por lo tanto, |@Q], ;.| se puede
expresar como un polinomio en n de grado como maximo k — 2. Ahora escribamos

Pyg(z) = ”22:1 <j> <j>

itj<k—2

donde el polinomio (f) se define como de costumbre (es decir, a través de la igualdad
(f)z‘ =x(x—1)---(x—i+1)). Por lo tanto, hemos mostrado que |S—r1]| < Pr_2(n).
Ahora podemos juntar los limites superiores que hemos encontrado para los tamanos
de S—g+1 ¥ S<k41 para obtener un limite superior para el tamano de Sy, 1, \ Ay, x:

n

|Sn,k:\An,k| <|S—pa1] + [S<ra1] < -

+ Pga(n).

Ya que k > 3, vemos que el polinomio ;%5 tiene grado 1 <k —2, y asi P(x) :=

7o1 + Pr—2(7) es un polinomio de grado como méximo k — 2. Finalmente, dado que
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P(n) es un limite superior para el nimero de no-dtomos de P(Np) con elemento
maximo a lo sumo n, obtenemos que

S, A P
’1— lfm k|~ i [Snp\ Anl < lim (n) =0,

n—oo [ N n—00 n —n—=oo (N
k—1 k—1 k—1

donde la tltima igualdad sale del hecho de que P(z) es un polinomio de grado como

maximo k — 2, mientras que (kfl) es un polinomio de grado k£ — 1. Por lo tanto

limy, 0 O‘n,k/(kﬁl) =1, como se deseaba. O]

5.3. Problemas Relacionados Adicionales

Aqui dejamos propuestas algunas preguntas relacionadas adicionales. Para cada
n € N, definamos
ni={Ac AP(Np)) | méxA <n},

y luego establezcamos ay, 1= |A4,|. Es claro que a,, = > 7 Qi -

Pregunta 5.4 ; Se cumplird la igualdad

(0]
fm — =17
n—oo 9n

Ahora considere la variable aleatoria X,,: A, — Ny definida por X, (A) = |A],

con una funcién de masa de probabilidad dada por p, (X, =k) = “A” k]

ZkENop(Xn = k) = 1)'

(claramente,

nl

Pregunta 5.5 ;Cudl es el valor esperado de X, ¢ ;Podemos probar que

lim F(X,)= lim

n—oo TL—)OO (

) .,
keNg ‘A ’ 2

5.3.1. Extensién del algoritmo para calcular moléculas

Recordemos que una molécula en un monoide M es un elemento que tiene exac-
tamente una factorizacion, o sea |Zps(x)| = 1. En esta sub-secciéon presentamos una
pequena modificacion del algoritmo presentado antes, para calcular esta vez la distri-
bucién en forma de tridngulo de Pascal de una separacién del conjunto de moléculas
del monoide potencia P(Np), similar a la hecha anteriormente con el conjunto de
atomos. Esto permitira en el futuro hacer, con el conjunto de moléculas de monoides
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potencia de monoides numéricos, un andlisis similar al hecho en esta tesis para el
conjunto de atomos. Para cualquier monoide numérico N definamos

My 1 (N):={A € M(P(N)) |méxA<ny|A|l =k},

Y Bnk(N) = | My, ,(N)|. Por simplicidad denotamos M,, j, := My, 1(No) ¥ Bn.k = | Mp k|-
Al igual que en el caso anterior el algoritmo se divide en dos métodos, que dadas las
pocas diferencias que tienen respecto a los anteriores, su complejidad temporal y
espacial se asumirdn las mismas, o sea O(n2") y O(2") respectivamente, donde n es
el nimero de filas a calcular.

void calculate_molecules(int row_no)

{
int mx = 1LL << (row_mno + 1); // 27(n + 1)
for(int x_1 = 3; x_1 < mx; x_1+=2)
{
if (factorizations_count[x_1] > 0) continue;
auto active_bits = get_active_bits(x_1);
for(int x_2 = x_1; ; x_2 +=2)
{
int result = 0; // x_1 +’ x_2
for(int &b : active_bits)
{
result |= (x_2 * (1LL << b)); // x_2 * 27b
¥
if (result >= mx)
break;
factorizations_count [result] ++;
}
}
¥
vector<int> get_beta_n(int row_no)
{
vector<int> n_k(row_no + 1);
for(int i = 1; i < (1LL << row_no); i ++)
{
int element = i *x 2 + 1;
if (factorizations_count[element] <= 1)
{
n_k[__builtin_popcount (element) - 1] ++;
¥
}
return n_k;
}

Recordemos que la entrada del algoritmo es el nimero de filas que queremos
calcular, al que nos referimos por n. Notemos que la tnica diferencia respecto a
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los algoritmos anteriores (salvo los nombres de los métodos), es el uso del array
factorizations count en lugar de no_atom. En este caso, lo que llevamos en vez de
ser un arreglo que guarda si un elemento es o no un atomo, es un arreglo que tiene por
cada elemento el nimero de factorizaciones del elemento (salvo de los &tomos, para los
cuales lleva el valor 0). El algoritmo se basa en el hecho de que en cada factorizacién de
un elemento tiene que haber un atomo 7 que sea minimo (considerando el monoide
(Np,+') v el orden natural de Np), por tanto al pasar por cada elemento xg > x1, se
adicionard uno al contador de factorizaciones de 1 +' zo. Concluimos que al final se
tiene correctamente calculado el niimero de factorizaciones en el monoide (Ng,+') de
cada nimero impar en el rango [1,2"*! —1]. Luego para saber si un elemento es una
molécula solo necesitamos preguntar si su nimero de factorizaciones es menor o igual
que 1, exactamente como se hace en la linea 7 del segundo método.

La siguiente figura muestra las 10 primeras filas del triangulo hallado por el algo-
ritmo.

03 30
046 30
05 10 9 4 0
0 6 15 18 14 1 O
0 7 21 33 34 10 0 O
0 8 28 54 68 42 9 0 O
0 9 36 81 124 103 51 9 0 O

0 10 45 117 208 223 169 61 4 0 O

Figura 5.2: Primeras 10 filas de {3, 1}



Conclusiones y recomendaciones

En esta tesis se estudié satisfactoriamente el ascenso de ciertas propiedades atoé-
micas de un monoide Puiseux a su monoide potencia. Se demostré que la propiedad
de ser atomico asciende, siempre que se imponga la existencia de divisores comunes
maximales al monoide de Puiseux en cuestiéon. Ademaés, se encontr6 un contraejemplo
que demuestra que en el caso general la atomicidad no asciende. Se demostrd tam-
bién que las propiedades de factorizacion finita, factorizacion acotada y la condicién
de cadena ascendente de ideales principales si ascienden al monoide potencia desde un
monoide de Puiseux. Se utiliz6 ademas el mismo contraejemplo visto antes para de-
mostrar que la propiedad de factorizacion finita por longitud no asciende al monoide
potencia de un monoide de Puiseux.

Se estudiaron también los atomos de los monoides potencia restringidos de mo-
noides numeéricos. En primer lugar se investigaron algunos elementos mas fuertes que
los atomos como los elementos primos y dos de sus generalizaciones mas comunes:
los atomos fuertes y los elementos primarios. De hecho se demostré que en los mo-
noides potencia de monoides numéricos ninguno de estos elementos mas fuertes que
los atomos esta presente. Luego se hizo un estudio sobre cierta distribucion en for-
ma triangular o escalonada de los dtomos de estos monoides, demostrando que las
diagonales hacia el sureste de este tridngulo eventualmente consisten solo de ceros, y
hacia el suroeste tienden de forma asintotica a las diagonales del triangulo de Pascal.
Estos resultados se conjeturaron a partir de un algoritmo que se cre6 para hallar y
mostrar las primeras n filas de dicha distribucion de los dtomos; del cual se demostrd
su correctitud y complejidad temporal y espacial.

Finalmente, se extendio el algoritmo para enmarcar también el conjunto de mo-
léculas de estos monoides, con el objetivo de que se pueda utilizar para futuras in-
vestigaciones. Se recomienda entonces hacer un estudio similar al realizado sobre la
estructura atéomica de los monoides potencia de monoides numéricos, pero enfocan-
dose en la distribucion de sus moléculas, igualmente en forma escalonada. Ademas, se
dejaron ciertas preguntas interesantes que son un buen punto de partida para iniciar
un trabajo que dé continuidad al realizado en esta tesis. Por tltimo, una de las con-
jeturas que motivo el inicio de este trabajo es si la sucesion finita {o, i }1<r<ns1 €s
unimodal para cada n € Ny; pregunta que sigue abierta y que recomendamos abordar
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en futuros trabajos.

En conclusién, la investigacion llevada a cabo fue satisfactoria pues se cumplieron
todos los objetivos propuestos. Ademas, los resultados obtenidos son interesantes y
estan bien conectados con las investigaciones actuales que se estan realizando en el
contexto de la teoria de la factorizacién; pudiendo servir este trabajo para ampliar
los conocimientos tedricos y practicos que se tienen sobre el tema.
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