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Opinién del tutor

Los modelos de la Inteligencia Artificial han irrumpido en la ciencia moderna de forma deter-
minante. En el campo de la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias como
en derivadas parciales, se publican diariamente numerosos articulos. Para ilustrar esta afirmacién
tenemos el hecho de que una btsqueda en Google Scholar con el término “neural network pde solu-
tion” limitada a trabajos de este ano 2024 arroja ya 649 resultados. Precisamente en este campo se
inscribe el trabajo de diploma del estudiante Leandro Rodriguez Llosa, en la solucién del modelo de
difusién anisotrépica de Perona y Malik mediante redes neuronales informadas por la fisica (PINNs
por sus siglas en inglés).

Para acometer este trabajo Leandro se tuvo que adentrar en el tema de las ecuaciones en derivadas
parciales parabdlicas el cual no aparece ni remotamente en el curriculo de la Carrera de Ciencia de la
Computacién de nuestra Facultad. Después de lograr entender aspectos esenciales de las ecuaciones
en derivadas parciales Leandro estudi6 a fondo las principales publicaciones sobre las redes neuronales
informadas por la fisica. Ambos temas son desafiantes y Leandro logré dominarlos con la debida
rigurosidad e independencia investigativa que se espera de un egresado de nuestra Facultad.

En el desarrollo del trabajo Leandro identificé6 problemas fundamentales que reducen la aplica-
bilidad de las PINNs al modelo de difusiéon anisotrépica y analizdé una nueva via de solucién. Esta
radica en la aplicacién de la propiedad de aproximacion de las redes neuronales de cualquier operador
no lineal tal como se implementa en DeepONet. Lamentablemente debido a limitaciones de recursos
de tiempo y poder de computo este ultimo proceder no se pudo explorar en la extensién debida,
aunque se obtuvieron resultados preliminares prometedores.

En resumen Leandro Rodriguez Llosa abordé este Trabajo de Diploma con independencia y
creatividad investigativa a pesar de las dificultades inherentes del tema. Demostré la capacidad de
aplicar los conocimientos adquiridos en los anos de estudio de forma apropiada para la creacién de
otros nuevos. Es mi conviccién que esto lo hace merecedor del titulo de Licenciado en Ciencia de la
Computacién que concede nuestra Facultad con la maxima calificacién.

Dr. José Alejandro Mesejo Chiong,

La Habana, 3 de enero de 2024



Resumen

Esta tesis explora la aplicacién de Redes Neuronales Informadas por la Fisica y Redes Profundas
de Operadores en la solucién de la ecuacién diferencial de Perona-Malik y de Difusién del Calor. El
trabajo se enmarca en la interseccién de ecuaciones diferenciales parciales y aprendizaje automatico,
especificamente en el aprendizaje profundo, para abordar desafios mateméaticos complejos.

El estudio se centra en integrar principios fisicos en el aprendizaje de las redes neuronales,
aplicaindolos al modelo de Perona-Malik que propone una difusion adaptativa para la deteccién y
realce de bordes en iméagenes. A través de experimentos, se evaliian las capacidades y limitaciones de
las Redes Neuronales Informadas por la Fisica y Redes Profundas de Operadores en la modelizacion
de esta ecuacion y de la ecuacién de Difusién del Calor en una dimensién. Se identifican desafios
clave relacionados con la complejidad de las condiciones iniciales y la precisién del modelo.

Los resultados evidencian que, aunque las Redes Neuronales Informadas por la Fisica muestran
potencial, enfrentan limitaciones para adaptarse a condiciones iniciales complejas. En contraste,
las Redes Profundas de Operadores ofrece mayor flexibilidad y generalizacién, aunque con desafios
en la estimaciéon de condiciones iniciales también. Este trabajo aporta una visién critica sobre la
aplicacién de técnicas de aprendizaje profundo en ecuaciones diferenciales, destaca la importancia
de un muestreo representativo y un equilibrio en la ponderacién de errores para mejorar la precisién
y eficacia en la solucién de ecuaciones diferenciales.

Palabras clave: Redes Neuronales Informadas por la Fisica, Redes Profundas de Operadores,
Ecuacién de Perona-Malik, Ecuacién del Difusion del Calor, Aprendizaje Profundo



Abstract

This thesis explores the application of Physics Informed Neural Networks and Deep Operator
Networks in the solution of the Perona-Malik differential equation, an essential model in image
processing. The work is framed at the intersection of partial differential equations and machine
learning, specifically deep learning, to address complex mathematical challenges.

The study focuses on integrating physical principles in the learning of neural networks, applying
them to the Perona-Malik model that proposes adaptive diffusion for the detection and enhancement
of edges in images. Through experiments, the capabilities and limitations of Physics Informed Neural
Networks and Deep Operator Networks in modeling this equation and the heat diffusion equation
in one dimension are evaluated. Key challenges related to the complexity of initial conditions and
model accuracy are identified.

The results show that, although Physics Informed Neural Networks show potential, they face
limitations in adapting to complex initial conditions. In contrast, Deep Operator Networks offers
greater flexibility and generalization, although with challenges in estimating initial conditions as
well. This work provides a critical view on the application of Deep Learning techniques in Partial
Differential Equations, highlighting the importance of representative sampling and a balance in the
weighting of errors to improve the precision and effectiveness in solving Partial Differential Equations.

Key words: Physics Informed Neural Networks, Deep Operator Networks, Perona-Malik, Heat
Equation, Deep Learning
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Introduccion

En esta investigacion, se aborda un terreno donde las ecuaciones diferenciales parciales (PDEs)
y las Redes Neuronales (NNs) se entrecruzan para ofrecer soluciones a desafios mateméaticos com-
plejos. Las PDEs son herramientas matematicas fundamentales para modelar una amplia gama de
problemas en diferentes campos entre los que se destacan: la fisica, la biologia y la ingenieria. La
complejidad inherente de las PDEs y la dificultad para hallar soluciones analiticas precisas en muchos
casos conlleva a buscar alternativas.

Tradicionalmente, la solucién a estos problemas complejos se ha realizado mediante métodos
numéricos, que, a pesar de ser efectivos, suelen incurrir en un alto costo computacional y en la
necesidad de discretizar el dominio del problema. En este contexto Raissi et al. [1, 2], demuestran
que las NNs emergen como una solucién prometedora, pues ofrecen la posibilidad de aproximar la
solucién de las PDEs de manera més eficiente.

Durante la tltima media década, a raiz de la propuesta de estos autores, el campo de las mate-
maticas computacionales ha experimentado un progreso significativo en la utilizacion de NNs para
resolver PDEs, un reto notable en esta area de estudio. Uno de los desarrollos mas destacados es la
creacién y evolucién de las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs) [3].

Estas redes, integran principios fisicos esenciales en el proceso de aprendizaje, lo que resulta un
método més eficaz y preciso para abordar las PDEs. El impacto y la relevancia de las PINNs se
ha consolidado con rapidez, reflejado en la creciente atencién y adaptacion de los trabajos pioneros
de Raissi et al. [1, 2, 3]. Esta metodologia, que fusiona de manera innovadora las PDEs con el
aprendizaje basado en datos, ha demostrado ser til en la resoluciéon de PDEs no lineales complejas
como las ecuaciones de Schrodinger, Burgers y Allen-Cahn.

En paralelo, se han desarrollado otros enfoques: el Método de Ritz Profundo (DRM) [4] y el
Método Galerkin Profundo (DGM) [5]. Estos métodos han enriquecido el repertorio de herramientas
disponibles para abordar las PDEs con NNs y ofrecen soluciones tinicas a diversos tipos de ecuaciones.
Por ejemplo, el DRM introduce una perspectiva novedosa al definir la pérdida en términos de la
energia de la solucién del problema.

En este contexto surgen las Redes Profundas de Operadores (DeepONets) [6], que a diferencia de
las PINNs no integran las leyes fisicas en el aprendizaje. Las DeepONets se disefian para aprender
operadores funcionales de un conjunto diversificado de datos, abren asi un campo de posibilidades que
incluye problemas con datos heterogéneos y complejos. Mas adelante surgen las Redes Profundas
de Operadores Informados por la Fisica (PIDeepONet) en [7], que combinan la capacidad de las
PINNs de realizar un aprendizaje no supervisado, con las DeepONets, una arquitectura que permite
generalizar la solucién de una PDE para un conjunto de condiciones iniciales. La capacidad para
representar los operadores lineales y no lineales las coloca en una posiciéon tnica dentro de las
herramientas de aprendizaje automatico aplicadas a las matematicas computacionales, complementa
y expande el horizonte de las metodologias existentes.

A pesar de estos avances, el campo no ha estado exento de desafios. Krishnapriyan et al. [§]



arrojaron luz sobre posibles fallos en las PINNs al tratar con fenémenos fisicos de alta complejidad.
Ellos identificaron que ciertos tipos de regularizacion en las PINNs podrian introducir complicaciones
sutiles en el proceso de optimizacién. Este hallazgo resalta la necesidad de continuar el desarrollo y
refinado de estos modelos para encontrar problemas ain mas complejos y detallados.

La fusién del aprendizaje automético con la computacién cientifica redefine las PDEs desde un
punto de vista computacional. Este cambio se ve reflejado en la investigacién de Cuomo et al. [9], que
proporciona una visién profunda de los avances y direcciones futuras en el aprendizaje automético
cientifico, y pone especial énfasis en las PINNs. El andlisis no solo destaca el estado actual del campo,
sino que anticipa trayectorias emocionantes de investigacién y desarrollo futuros.

La evoluciéon de las técnicas para resolver PDEs mediante NNs en los tltimos cinco anos ha sido
notable. Se ha logrado una integracién armoniosa de las matematicas computacionales clasicas con
las técnicas modernas de aprendizaje automatico, y se ha creado una sinergia entre dos campos
que antes parecian dispares. Esta convergencia promete abrir nuevas posibilidades y aplicaciones en
areas criticas en la fisica, la ingenieria y las finanzas, donde las PDEs son fundamentales.

Las PDEs de alta dimensién son vitales en la modelizacion de fenémenos, pero la complejidad
y no linealidad plantean desafios significativos. Las PINNs son una solucién revolucionaria en el
campo de la computacién cientifica, que brindan un enfoque novedoso para afrontar las PDEs sin
la necesidad de mallas. Esto representa un gran avance en términos de eficiencia y versatilidad.
Asimismo, en el extenso estudio de Cuomo et al. [9] también se resaltan los miltiples beneficios
que aportan las PINNs; la capacidad de calcular soluciones bajo demanda después de un proceso de
entrenamiento y la flexibilidad de manejar problemas directos e inversos dentro del mismo marco
de optimizacién. Estas caracteristicas subrayan la importancia de las NNs en la aproximacién de
soluciones a PDEs.

No obstante, las PINNs no estdn exentas de desafios. Uno de los mas destacados es el tiempo
requerido para el entrenamiento de la red, considerado mayor en comparaciéon con los métodos
numéricos. Otro significativo es la capacidad de estas redes para aprender y modelar fenémenos
fisicos complejos como aquellos con comportamientos multiescala, cadticos o turbulentos.

A pesar de estos obstaculos, el uso de NNs en la busqueda de soluciones a PDEs es un &rea
de investigacion activa y llena de potencial. Esta linea de estudio no solo promete transformar la
manera en que se trabajan problemas complejos en ciencia e ingenieria, sino también abre la puerta
a innovaciones y aplicaciones que podrian redefinir los limites de lo que es posible en estos campos.
Tras considerar las ventajas y los retos inherentes a las PINNs; el tiempo de entrenamiento y la
habilidad para modelar fenémenos complejos, surge la linea de investigacion de evaluar la eficacia
de las NNs para la aproximacién de soluciones del modelo de Perona-Malik.

El modelo de Perona-Malik fue desarrollado en 1990 por Pietro Perona y Jitendra Malik [10], fun-
damental en el procesamiento de imagenes por crear la técnica de la difusion anisotropica. Ofrece un
escenario unico para investigar la aplicabilidad y eficiencia de las NNs en las ecuaciones diferenciales.
La premisa central del modelo de Perona-Malik es que la difusién debe ser adaptativa, es decir, mas
intensa en areas de la imagen con baja variaciéon de intensidad o contraste, y menos intensa en las
regiones donde existen bordes o cambios bruscos de intensidad. Para lograr esta adaptabilidad, el
modelo introduce un coeficiente de difusién local, que ajusta la velocidad de difusién en cada punto
de la imagen en funcién de las caracteristicas.

La aplicaciéon del modelo de Perona-Malik mejora la deteccion de bordes en imagenes. La ecuacién
diferencial estd disefiada para modelar cémo cambia la intensidad de cada pixel a lo largo del tiempo,
considerando el entorno inmediato. A medida que el tiempo avanza, las areas de la imagen con
variaciones menores de intensidad se suavizan de manera gradual, mientras que las regiones con
cambios drésticos de intensidad se mantienen o incluso se acenttian. Este proceso conduce a un
realce de los bordes, hace que se destaquen con claridad. Asi, el modelo no solo mejora la calidad



visual de las imagenes al reducir el ruido, sino que facilita la identificacién y el andlisis de estructuras
vy bordes importantes, lo cual es esencial en numerosas aplicaciones, desde la medicina hasta la visién
artificial.

El presente trabajo se ha centrado en la comprensién de las NNs para la soluciéon de ecuacio-
nes diferenciales parciales, con especial atencion en dos metodologias avanzadas: las PINNs y las
DeepONet [1, 2, 6]. Ademads, se ha dedicado tiempo a entender y aplicar el método numérico de di-
ferencias finitas, esencial para la solucién numérica de PDE. Este conocimiento ha sido concluyente
para comparar los resultados obtenidos mediante técnicas basadas en NNs con aquellos derivados de
métodos numéricos méas tradicionales.

Esta comparacion ha permitido evaluar no solo la eficacia de las NNs en este campo, sino también
la precisién y viabilidad en diversos contextos de aplicacion. El impacto de la investigacién se asocia
a una perspectiva cientifica, los resultados podrian esclarecer como las PINNs se comportan en
relacién a condiciones iniciales complejas, como es el caso de las imégenes.

En el marco de la presente investigacion, se identifica como problema cientifico:

;,Cémo hallar la solucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, en especial
del modelo de difusiéon anisotrépica de Perona-Malik, mediante NNs ?

El objetivo general es aplicar las técnicas de Aprendizaje Profundo (DL) para la aproximacién
de soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con énfasis en el modelo
de Perona-Malik.

Objetivos especificos

» Sistematizar el marco teérico que sustenta las técnicas de Aprendizaje Profundo (DL) para la
aproximacion de la solucién de ecuaciones diferenciales.

s Elaborar modelos preentrenados, flexibles y eficientes, para adaptarse a variaciones en los
pardametros de la ecuacién diferencial de Perona-Malik, y la ecuacién de Difusién del Calor.

= Valorar los resultados de la aplicacién de los técnicas utilizadas: las PINNs y las DeepONet.

Preguntas cientificas:

1. ;Cuél es el marco tedrico que sustenta las técnicas de Aprendizaje Profundo (DL) para la
aproximacién de la solucién de ecuaciones diferenciales?

2. ;Cémo se estructuran los modelos preentrenados, flexibles y eficientes, para adaptarse a varia-
ciones en los parametros de la ecuacién diferencial de Perona-Malik y la ecuacién de Difusion
del Calor?

3. {Cémo valorar los resultados de la aplicacién de las técnicas utilizadas: las PINNs y las Dee-
pONet?

La tesis se estructura en: introduccién; capitulo I donde se sistematizan de las técnicas de Apren-
dizaje Profundo para la aproximacion a la solucién de ecuaciones diferenciales; el capitulo IT dirigido
a solucion de la ecuacion diferencial de Perona-Malik y la ecuaciéon de Difusién del Calor; el capi-
tulo III donde se valoran los resultados de la aplicaciéon de las técnicas utilizadas: las PINNs y las
DeepONet; ademads de las conclusiones, recomendaciones y bibliografias.



Capitulo 1

Marco Teérico

Este capitulo se dedica a una exploracién exhaustiva en el campo de las ecuaciones diferenciales
(EDs) y las metodologias variadas que se han desarrollado para su resolucién. Dada la importancia
en campos cientificos y de ingenieria, las EDs se presentan en formas y complejidades diversas, desde
modelos matematicos simplificados hasta ecuaciones que describen fenémenos fisicos de gran intri-
cacion. El capitulo estd estructurado en cuatro epigrafes clave: el primero proporciona un contexto
del estado del arte, aborda los métodos analiticos y numéricos tradicionales. El segundo epigrafe se
enfoca en profundizar la teoria de una técnica emergente en la investigacion: las PINNs, destaca la
integracién de principios fisicos con técnicas de inteligencia artificial. El tercer epigrafe se centra en
otra técnica avanzada, las DeepONet, que representan un enfoque revolucionario en el aprendizaje
de operadores no lineales a partir de datos. El cuarto epigrafe aborda los softwares existentes para
trabajar con las PINNs, resalta las herramientas y plataformas clave que facilitan y potencian la
investigacion en este ambito.

1.1. Estado del Arte

Este epigrafe inicial se sumerge en la amplia y diversificada area de las estrategias para resolver
ecuaciones diferenciales, abarca desde los tradicionales métodos analiticos y numéricos hasta las
contemporaneas técnicas de Aprendizaje de Méquinas (ML). Comienza con una revision de los
métodos analiticos y numéricos, pilares fundamentales en la soluciéon de ecuaciones diferenciales
que han servido de base para muchos de los desarrollos posteriores en este campo. La atencién se
centra en la resolucién de problemas inversos, una area de creciente interés que a menudo emplea
metaheuristicas avanzadas para abordar desafios inicos asociados con estas ecuaciones. Este andlisis
lleva a explorar los métodos convencionales de ML, que han empezado a jugar un papel significativo
en este campo. Se pone especial énfasis en el ML orientado por la fisica, un area emergente que
representa el foco principal de la investigacién actual, y que promete integrar de manera sinérgica el
rigor de los principios fisicos con las avanzadas capacidades de las técnicas de aprendizaje automatico.

1.1.1. Meétodos analiticos

Los métodos analiticos han sido pilares fundamentales en el estudio de las ecuaciones diferenciales
en diversas disciplinas como la fisica y la ingenieria. Entre ellos, el Método de Separacién de Variables
es clave para transformar PDEs en ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) més simples, detallado
en la obra de Nagle, Saff y Snider [11].
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La Transformada de Laplace, otra técnica esencial para ODEs, facilita la transformacién de
ecuaciones del dominio del tiempo a ecuaciones algebraicas en el dominio de Laplace, descrita por
Goldberg y Potter [12]. Paralelamente, la Transformada de Fourier es crucial en PDEs, permite
convertir funciones en conjuntos de senos y cosenos, facilitando su resolucién. Esta técnica ha sido
innovada por S. Nourazar y A. Nazari-Golshan, quienes la combinaron con el método de perturbacién
homotopica para resolver la ecuacién de reaccién-difusién de Cauchy no lineal [13].

El Método de Series de Potencias se utiliza para resolver ODEs mediante la expansién en series
de potencias. Un desarrollo notable en este enfoque se encuentra en el trabajo de Muhammad Imran
Liaqgat et al., donde se propone el método de series de potencias residuales de Aboodh para ecuaciones
diferenciales parciales fraccionarias en el tiempo [14]. Por otro lado, el Método de Funciones de
Green, 1til en PDEs lineales no homogéneas, ha sido explorado por Cole et al. en el contexto de la
conduccién de calor [15].

En lo que respecta a los métodos semi-analiticos, el Método de Perturbacion utiliza un pequeno
pardmetro para simplificar ODEs y PDEs. La eficacia de este enfoque se destaca en el andlisis de
Muhammad Imran Liagat y E. Okyere de las ecuaciones de precios de opciones de Black-Scholes
fraccionarias en el tiempo [16]. El Método de Homotopia, que aproxima soluciones de ecuaciones
dificiles mediante deformacion continua, ha demostrado utilidad en sistemas complejos como los
reactores nucleares, observado en el trabajo de Mohammad Shqair et al. [17].

Estos métodos representan herramientas fundamentales en el estudio de ecuaciones diferenciales
y contintian su evolucion para ofrecer soluciones més eficientes en diversos problemas complejos.
Tras explorar los métodos analiticos, es importante considerar cémo los métodos numéricos comple-
mentan y expanden estas técnicas, especialmente en contextos donde las soluciones analiticas no son
accesibles.

1.1.2. Métodos numeéricos

Los métodos numéricos desempenan un papel crucial en la resolucion de ODEs y PDEs, en
especial cuando las soluciones analiticas son inaccesibles. El Método de Runge-Kutta, en particular
la clase de métodos de dos pasos, ha demostrado eficiencia en evaluaciones de funciones, segin lo
descrito por Zdzistaw Jackiewicz y S. Tracogna [18]. Por otro lado, el Método de Euler, significativo
en el campo, ha sido examinado en relacién con la aplicaciéon de grupos de Lie [19]. Asimismo, el
Método de Heun, un método numérico implementado en MATLAB [20].

Para ecuaciones de mayor orden, los Métodos Adams-Bashforth y Adams-Moulton se han aplicado
a ODEs fraccionarias, como se muestra en el estudio de Hac1 Mehmet Baskonus y Hasan Bulut [21].
Estos métodos representan un avance en la resolucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

En el ambito de las PDEs, el Método de Diferencias Finitas es un enfoque cldsico bien docu-
mentado en el trabajo de George E. Forsythe, Wolfgang Wasow y W. Nachbar [22]. El Método de
Elementos Finitos, aplicado a PDEs con entradas aleatorias, se explora en [23] por Max Gunzbur-
ger, Clayton G. Webster y Guannan Zhang. Ademas, el Método de Volimenes Finitos, comparado
con otros métodos en [24] por Joaquim Peir6é y Spencer J. Sherwin, se ha establecido como una
herramienta versatil para PDEs.

El Método de Lineas, utilizado en la integracién de PDEs, se detalla por William E. Schiesser
[25], y el Método de Descomposicién Espectral, muestra su aplicacién en programacién en C [26].

Estos métodos numéricos, en constante desarrollo y refinamiento, son esenciales en la investi-
gacién y aplicacién de ecuaciones diferenciales en diversas disciplinas cientificas y de ingenieria,
proporciona soluciones a problemas complejos. Ademds de los métodos analiticos y numéricos, los
problemas inversos presentan desafios tinicos en la resolucién de EDs, requieren enfoques especiali-
zados que se abordaran a continuacién.
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1.1.3. Problemas inversos

En el ambito de los problemas inversos relacionados con ecuaciones diferenciales, se identifican
dos enfoques principales que se distinguen por su adaptabilidad y precisién, en dependencia del
grado de conocimiento previo sobre la estructura de la ecuacién diferencial. Estos enfoques varian
segin si la estructura de la ecuacién diferencial es conocida o desconocida, y ambos dependen de la
disponibilidad de datos del proceso modelado, ya sean observaciones o simulaciones.

Cuando la estructura de una ecuacién diferencial paramétrica es conocida, el objetivo se centra en
la optimizacién de parametros para ajustar la ecuacién de manera precisa. Un ejemplo sobresaliente
de esta aplicacién es el uso de la Optimizacién por Enjambre de Particulas (PSO) para calibrar
los pardmetros en un sistema de ODEs paramétricas [27]. Este método ha probado ser eficaz en
proporcionar modelos precisos para fendémenos complejos, como la propagaciéon de enfermedades en
redes complejas.

En contraste, cuando la estructura de la ecuacién diferencial es desconocida, se adopta un enfo-
que de aproximacion de la ecuacién utilizando mateméaticas simbdlicas. Este método se emplea un
algoritmo genético simbdlico para descubrir ecuaciones diferenciales parciales a partir de los datos
[28]. Este enfoque innovador prescinde del conocimiento previo de la estructura de la ecuacion y, en
cambio, utiliza un algoritmo genético para optimizar la representaciéon y estructura de la ecuacién
basdndose en datos disponibles.

Ambos enfoques resaltan la relevancia de los datos en el proceso de ajuste de parametros de ecua-
ciones conocidas o en el descubrimiento de nuevas ecuaciones cuando la estructura es desconocida.
Estos métodos numéricos reflejan la flexibilidad y capacidad de adaptacién necesarias para abordar
una amplia gama de problemas complejos en distintas dreas, desde la epidemiologia hasta la fisica y
maés alla. Con el avance de la tecnologia y la creciente complejidad de los problemas cientificos, las
técnicas de ML han emergido como herramientas poderosas en la resolucion de EDs.

1.1.4. Aprendizaje de Maquinas

Los métodos basados en DL, han demostrado ser una fusién innovadora en la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales. Los primeros enfoques [29], emplearon algoritmos neuronales para resolver
numéricamente ecuaciones diferenciales mediante ecuaciones de diferencias finitas. Este método pio-
nero abrié camino para la utilizacién de NNs en ecuaciones diferenciales, al mostrar el potencial
para simular procesos numéricos complejos.

Lagaris et al. [30] introdujeron un método innovador que utiliza redes neuronales artificiales
(ANNS) para resolver problemas de valores iniciales y de frontera, aplicable a una amplia gama de
ecuaciones. Esta solucién se estructurd en dos partes: una seccién que cumplia automaticamente con
las condiciones iniciales y de frontera, y otra seccién que incorporaba una red neuronal feedforward
con parametros ajustables. Este enfoque mostr6 ventajas significativas sobre el método de elementos
finitos en términos de precision y eficiencia computacional.

El estudio de Kumar et al. [31] realiz6 una revisién exhaustiva de diversas técnicas que emplean
Perceptrones Multicapa (MLP) y Funciones de Base Radial (RBF) en la solucién de ecuaciones
diferenciales, destaca la capacidad para manejar ecuaciones complejas de manera eficiente. Asimismo,
se resalté que las técnicas basadas en RBFNN tienen una mayor precision y mejores propiedades de
generalizacién en comparacién con las redes MLP y los métodos tradicionales.

El trabajo de Nick Winovicha et al. [32] presenté el marco ConvPDE-UQ para la construccién de
solucionadores numéricos utilizando Redes Neuronales Convolucionales (CNNs). Este enfoque evita
los costosos pasos de inferencia bayesiana y permite escalar el entrenamiento a grandes conjuntos
de datos. PDE-Net, introducido por Zichao Long et al. en [33], es una red neuronal profunda que
aprende operadores diferenciales mediante kernels de convolucién, y ofrece la flexibilidad de aprender
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tanto operadores diferenciales como respuestas no lineales desconocidas.

Ademés, el desarrollo de DeepONet por Lu Lu et al. [6, 34], representa un avance significativo,
centrandose en aprender operadores no lineales a partir de datos. DeepONet utiliza dos subredes
para codificar la funcién de entrada y las ubicaciones de salida, lo que permite una aproximacion
eficiente de operadores funcionales.

El estudio de Leake et al. [35] explora la aplicacién de Maquinas de Soporte Vectorial (SVM),
en especial las Maquinas de Soporte Vectorial de Minimos Cuadrados (LS-SVMs), en conjunto con
la Teoria de Conexiones Funcionales (TFC) para resolver ecuaciones diferenciales. Este enfoque
muestra el gran potencial de la integracion de algoritmos de aprendizaje automatico en el marco de
TFC para aplicaciones futuras.

Estos avances en la aplicacion de técnicas de ML para resolver ecuaciones diferenciales abren
nuevas posibilidades en el andlisis y soluciéon de problemas complejos en diversas areas, aprovecha la
capacidad para transformar funciones, reducir el tiempo y los recursos computacionales necesarios.
Dentro del DL, las PINNs representan un enfoque revolucionario, integra la inteligencia artificial
con principios fisicos.

1.1.5. Aprendizaje de Maquinas Orientado por la Fisica

Después de explorar una gama de técnicas clasicas para resolver ecuaciones diferenciales median-
te el uso de ML, ahora se profundizard en una nueva familia de soluciones: aquellas basadas en la
idea subyacente de las PINNs. Esta aproximacién innovadora gana terreno rapidamente en el campo
del Aprendizaje de Maquinas Cientifico (SciML), debido a la capacidad tinica para incorporar prin-
cipios fisicos conocidos en la arquitectura de aprendizaje profundo. Las PINNs, y sus variaciones,
representan un salto significativo en la resolucién de problemas complejos de PDEs, ya que integran
el conocimiento fisico en el proceso de aprendizaje de la red.

A continuacién, se exploraran varios estudios y desarrollos recientes que se han inspirado en
esta técnica, ampliados y enriquecidos en el campo de la resolucién de ecuaciones diferenciales
con herramientas de ML. Cada uno de estos enfoques ofrece una perspectiva tnica y soluciones
innovadoras, marca el camino hacia un futuro donde la integracién de la fisica y el aprendizaje
automatico se vuelva cada vez mas sinérgica.

Este concepto, que combina principios fisicos con NNs para resolver ecuaciones diferenciales,
tiene sus raices en investigaciones anteriores que integraron el conocimiento previo estructurado en
el aprendizaje automético. Un hito fundamental en este desarrollo fue el trabajo de Owhadi [36], que
destacé la importancia de utilizar conocimientos previos estructurados en la solucién de problemas
numéricos.

Raissi et al. [37, 38], emplearon la regresién de procesos gaussianos para construir representaciones
de operadores lineales, ofrecen soluciones precisas e incertidumbres para una variedad de problemas
fisicos. Estos estudios fueron pioneros en combinar el aprendizaje automatico probabilistico con
ecuaciones diferenciales, permiten el uso de datos ruidosos y de multifidelidad para superar las
limitaciones de la discretizacién numérica y problemas de consistencia en la integracién temporal.

Se reformula la homogeneizacién numérica como un problema de inferencia bayesiana, donde el
conocimiento previo estructurado sobre la soluciéon juega un papel crucial en situaciones con datos
limitados o ruidosos [36]. Este enfoque mejora la interpretabilidad y previene el sobreajuste en los
resultados, es de gran utilidad en diversos campos cientificos y de ingenieria.

Por otro lado, [38] extiende este marco para abordar sistemas méas complejos, como ecuaciones
con coeficientes variables y sistemas de ecuaciones integro-diferenciales lineales. Este enfoque absorbe
la variabilidad en los coeficientes dentro de los kernels y utiliza la regresién de proceso gaussiano
multivariante para capturar correlaciones cruzadas.
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Las PINNSs, introducidas y desarrolladas en 2017 [1, 2], representan un avance significativo. Estas
redes no solo consideran la ecuacién diferencial subyacente, sino que también integran las ecuaciones
gobernantes y las condiciones iniciales/fronterizas en el proceso de entrenamiento. Raissi et al., en
la versién consolidada de 2019 [3], proporcionan una visién integral del enfoque PINNs, demuestra
la utilidad en la inferencia de soluciones a PDEs y en el descubrimiento de PDEs guiado por datos.

Este trabajo integral de Raissi et al. ilustra como las PINNs pueden abordar tanto problemas
directos e inversos en PDEs no lineales: las ecuaciones de Schrodinger, Burgers y Allen—Cahn; ma-
nejan con eficacia los parametros del modelo aprendidos a partir de datos observables. En conjunto,
estos avances representan una evolucién notable en el uso del aprendizaje automatico para resolver
ecuaciones diferenciales, aprovechan la integracion del conocimiento fisico estructurado y las técnicas
de aprendizaje profundo.

El Deep Ritz Method (DRM), vanguardia de las técnicas de aprendizaje automdtico aplicadas
a ecuaciones diferenciales, introducido por Weinan et al. [4], representa una innovacién destacada.
Este método reformula la resolucién de PDEs en términos de la minimizacién de funcionales de
energia, utiliza NNs para la aproximacion de soluciones. La esencia del DRM radica en el enfoque
variacional, donde la funcién de pérdida se basa en principios fisicos, integra de manera efectiva la
fisica en el nicleo del aprendizaje de la red.

A diferencia de las técnicas tradicionales, el DRM se especializa en problemas variacionales,
destacando su adaptabilidad y capacidad para manejar escenarios de alta complejidad y dimensiones
elevadas. La aplicacién no se limita a problemas variacionales estandar, sino que también muestra
potencial para extenderse a otros contextos relacionados con la construccion de funciones. Este
enfoque representa un avance significativo en la unién de la fisica y el aprendizaje automatico,
similar a las PINNs, y marca un desarrollo notable en la solucién de ecuaciones diferenciales mediante
técnicas avanzadas de DL.

El Deep Galerkin Method (DGM), tendencia innovadora en el campo del aprendizaje automético
para resolver ecuaciones diferenciales, propuesto por Justin Sirignano [5]. E1 DGM, inspirado en el
método de Galerkin, se basa en la idea de multiplicar el residuo de la ecuacién diferencial por una
funcién de prueba. Lo que distingue al DGM es el uso de DNNs para representar la solucién y la
funcién de prueba, lo que resulta en una aproximacion precisa de la solucién.

El enfoque de DGM se caracteriza por emplear DNNs en lugar de las combinaciones lineales de
funciones base que son tipicas en los métodos de Galerkin convencionales. La principal fortaleza de
DGM radica en su naturaleza sin malla, lo cual es crucial para abordar con eficiencia problemas de
alta dimension. Los métodos tradicionales a menudo se vuelven computacionalmente inviables en
escenarios de alta dimensién debido al aumento exponencial en el nimero de puntos de malla y la
necesidad de disminuir el tamaifio de los pasos de tiempo.

DGM ha demostrado la capacidad para resolver con precision PDEs de alta dimensién, incluye
la PDE de Hamilton-Jacobi-Bellman y la ecuaciéon de Burgers, incluso en configuraciones de hasta
200 dimensiones. Este algoritmo no solo maneja diversas condiciones de contorno y fisicas, sino que
también proporciona un marco tedrico que valida la capacidad de aproximacién de las NNs para una
clase especifica de PDEs parabélicas cuasilineales.

En la misma linea de innovacién que las PINNs, el DRM y el DGM, otro enfoque notable en el
uso del aprendizaje automéatico para resolver ecuaciones diferenciales es el de las Redes Neuronales
con Restricciones Fisicas (PCNNs). Este enfoque, que refuerza las restricciones fisicas del problema,
como las leyes de conservacion u otras propiedades conocidas durante el proceso de entrenamiento,
asegura que la solucién de la red neuronal satisfaga la fisica subyacente.

Zhu et al. [39], aborda el modelado sustituto y la cuantificacién de incertidumbre en sistemas de
PDESs desde una perspectiva de aprendizaje profundo no supervisado. Esta investigacién se distingue
por integrar las ecuaciones gobernantes de los modelos fisicos directamente en las funciones de pérdi-
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da/probabilidad, lo cual permite entrenar modelos profundos sin la necesidad de datos etiquetados,
al usar unicamente datos de entrada. Se emplea una red neuronal convolucional de codificador-
decodificador y un modelo generativo condicional basado en flujos para resolver PDEs, construir
modelos sustitutos y cuantificar incertidumbres.

La metodologia propuesta por Zhu et al. se enfoca en minimizar la divergencia Kullback-Leibler
inversa entre la densidad predictiva del modelo y una densidad condicional de referencia, definida
por la distribuciéon Boltzmann-Gibbs. Esta técnica permite la generalizacién de los modelos a en-
tradas no vistas y posibilita una cuantificacion efectiva de la incertidumbre predictiva. Este enfoque
representa un avance significativo en el aprendizaje automatico aplicado al modelado sustituto y la
cuantificacién de incertidumbre, en la solucién de PDEs.

Los principios fisicos en el aprendizaje automatico para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales,
cuenta con un enfoque aun mas avanzado: las Redes Neuronales Variacionales Informadas por la
Fisica (VPINNSs). Este método, introducido por Ehsan Kharazmi et al. [40], representa una evolucién
de las PINNSs, pero con un giro distintivo hacia el enfoque variacional.

Las VPINNSs se construyen sobre la base metodolégica de Petrov-Galerkin, seleccionando el es-
pacio de las DNNs para las funciones de prueba y el espacio de los polinomios de Legendre para las
funciones de ensayo. Esta configuracién se utiliza para formular el residuo variacional de las PDEs,
integrandolo en la funcién de pérdida de la red neuronal. Una innovacién clave de las VPINNs es la
integracién por partes dentro de la formulacion variacional, lo que reduce el orden de los operadores
diferenciales representados por NNs, disminuye asi el costo de entrenamiento y aumenta la precision
en comparacién con las PINNs tradicionales.

En la evolucion de las técnicas de aprendizaje automéatico aplicadas a las ecuaciones diferenciales,
se destaca el ecosistema de software de SciML, descrito en el trabajo de Rackauckas et al. [41]. Este
enfoque representa una integracién pionera de leyes fisicas y modelos cientificos con técnicas de
aprendizaje automético, centrada en las ecuaciones diferenciales universales (UDEs). Las UDEs
proporcionan un marco matematico clave para conectar diversas aplicaciones dentro de SciML,
abarca desde el descubrimiento automatico de mecanismos biol6gicos hasta la solucién de ecuaciones
de Hamilton-Jacobi-Bellman en alta dimension.

SciML se destaca por su capacidad para manejar estocasticidad, retrasos y restricciones implici-
tas, optimiza el entrenamiento, aprovecha el paralelismo distribuido y los aceleradores de GPU. Un
componente esencial de este ecosistema es NeuralPDE.jl, que facilita el uso de PINNs para resolver
PDEs a través de una interfaz simbdlica y automatizacion del cédigo de entrenamiento. La eficiencia
y precisién del proceso se mejoran mediante métodos adaptativos para reponderar las funciones de
pérdida y compatibilidad con GPU para acelerar el entrenamiento.

En la busqueda constante de métodos mas eficaces para resolver ecuaciones diferenciales se utiliza
ML, una técnica destacada es el enfoque Kriging, también conocido regresién por procesos gaussianos.
Un ejemplo sobresaliente de esta técnica se presenta por Zhu et al. [42], que combina la flexibilidad
del Kriging con el conocimiento derivado de las PDEs.

El Kriging, conocido por su flexibilidad y expresiones de prediccién en forma cerrada, enfrenta el
desafio de la escasez de datos de medicién, un problema comun en los sistemas de ingenieria debido
a limitaciones de medicién y altos costos de deteccion. Aqui es donde el modelo PDE Informed
Kriging (PIK) brilla, pues incorpora el conocimiento fisico disponible en forma de PDEs. Este modelo
introduce informacién de PDEs a través de un conjunto de puntos y realiza predicciones posteriores
similares al método de kriging estandar.

La evolucién de PIK es el marco Active PIK (APIK), que mejora atin més el rendimiento de
aprendizaje mediante el disefio activo de puntos de PDE. Estos puntos seleccionados no solo exploran
todo el espacio de entrada sino que también se enfocan en ubicaciones donde la informacién de PDEs
es critica para reducir la incertidumbre predictiva. La seleccién de estos puntos es un paso crucial
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para optimizar el rendimiento del aprendizaje.

El estudio utiliza un algoritmo de expectacién-maximizacién para la estimacién de pardmetros,
lo que permite actualizaciones eficientes y una selecciéon precisa de puntos de PDE. Este enfoque
mejora la eficiencia del modelo al optimizar la estimacion de pardmetros y la selecciéon de puntos
informativos.

La efectividad del método APIK se demuestra a través de ejemplos sintéticos y estudios de caso
reales, resalta como APIK supera en rendimiento a los métodos de kriging y PIK estandar, en
escenarios donde los datos de medicién son limitados. Este estudio presenta un enfoque novedoso y
eficaz para la modelizacién y prediccién en sistemas de ingenieria, destaca la integracion efectiva del
conocimiento fisico en forma de PDEs y la implementacién de un método activo y eficiente para la
seleccion y utilizacion de puntos de PDEs.

En la interseccion del aprendizaje automéatico cientifico y la modelizacién inversa, surge un enfo-
que novedoso conocido como “Adversarial Inverse Modeling” (AIM), delineado en el trabajo de Xu
et al. [43]. Este método representa un cambio significativo en el tratamiento de problemas inversos
en modelos estocasticos, destaca por la aplicacién tinica de NNs para estimar distribuciones desco-
nocidas. AIM se distingue por el uso de una red neuronal discriminativa para calcular discrepancias
estadisticas entre procesos aleatorios observados y simulados, es efectivo en modelos estocédsticos
complejos.

La metodologia de AIM se inspira en las Redes Generativas Adversarias (GANSs), combina técni-
cas avanzadas de DL, la diferenciaciéon automatica y redes neuronales generativas. Esta integracion
permite abordar problemas inversos con mayor eficiencia y precisiéon que los métodos convencionales.
AIM redefine el modelado inverso tradicional, formula el problema como un proceso de entrenamiento
adversario, donde una red generativa se entrena para producir datos que imiten fielmente los ob-
servados. Esto conduce a una estimacién mas acertada de distribuciones desconocidas y mejora la
eficiencia computacional.

A pesar de los desafios en implementacién, estabilidad, convergencia y la seleccién de arquitectu-
ras de red, se propone el uso del optimizador L-BFGS para mejorar la estabilidad del modelo. ATIM
se postula como una herramienta valiosa en dreas de la ingenieria y las finanzas, permite el apren-
dizaje de distribuciones complejas en sistemas de ecuaciones diferenciales parciales y la estimacion
de parametros en modelos estocasticos.

En la evolucién de las metodologias para resolver ecuaciones diferenciales (EDs) mediante ML,
el desarrollo de las Redes Profundas de Operadores Orientadas por la Fisica (PIDeepONets) destaca
un hito significativo, que representa la convergencia de dos enfoques inicialmente independientes: las
PINNSs y las DeepONets. Las PINNs, a través de un aprendizaje no supervisado utiliza un conjunto
de puntos de colocacion, y logran aproximar la soluciéon de la ecuacién diferencial. En contraste,
las DeepONets, mediante un conjunto de datos de entrada-salida, entrenan una red neuronal para
aprender un operador no lineal implicito en la ecuacién diferencial [7].

Los PIDeepONets, al integrar los principios fisicos con la arquitectura de DeepONet, permiten
un aprendizaje no supervisado, elimina la necesidad de conjuntos de datos emparejados de entrada-
salida. Esta innovacién ofrece una prediccion rapida y precisa de soluciones para diversas PDEs
paramétricas, supera a los solucionadores convencionales de PDEs en velocidad por hasta tres 6rdenes
de magnitud. Ademas, esta técnica mejora la exactitud predictiva y el rendimiento de generalizacién,
incluso en escenarios de extrapolacion, al tiempo que demuestra una notable eficiencia en el uso de
datos, al reducir la cantidad de ejemplos requeridos para el entrenamiento del modelo.

Fu et al. [44] presenta una variante novedosa de la red de Funciones de Base Radial (RBFs) de-
nominada Redes Neuronales de Funciones de Nicleo Informadas por la Fisica (PIKFNNs), diseniada
para abordar diversas PDEs. Las PIKFNNs introducen una innovacién clave, el uso de Funciones de
Nicleo Informadas por la Fisica (PIKFs) como funciones de activacién, en lugar de las tradicionales
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RBFs. Estas PIKFs se derivan de las ecuaciones gobernantes de las PDEs consideradas, ofrece una
aproximacién mas precisa a las soluciones de las PDEs. Una diferencia distintiva con las conocidas
PINNs es que las PIKFNNs integran la informacién fisica en las funciones de activacion en lugar de
en la funcién de pérdida.

Esta integraciéon directa en las funciones de activacién representa un cambio significativo en
la forma en que se abordan las PDEs mediante el aprendizaje automatico. Al utilizar las PIKFs,
que satisfacen las ecuaciones gobernantes de PDEs homogéneas, no homogéneas y transitorias, las
PIKFNNs solo requieren datos de contorno o iniciales para entrenar la red. Esta caracteristica
simplifica el proceso de entrenamiento y mejora la eficiencia computacional.

El estudio de Fu et al. valida la viabilidad y precision de las PIKFNNs en varios ejemplos de
referencia, abarca desde problemas de propagacién de ondas de alta frecuencia hasta problemas en
dominios infinitos y problemas inversos. Estos ejemplos demuestran la capacidad de las PIKFNNs
para manejar una variedad de situaciones complejas y desafiantes.

Dentro del panorama del ML aplicado a la resoluciéon de ecuaciones diferenciales, surge un enfo-
que novedoso que integra la arquitectura de Transformer en las PINNs [45]. Esta innovacién aborda
las deficiencias de los PINNs convencionales y ofrece soluciones mejoradas para una resolucién mas
precisa y eficiente de PDEs. Presenta como aportes principales la incorporacién de la estructura
de Transformer para capturar dependencias temporales a largo plazo, crucial en PDEs donde las
condiciones en un momento pueden influir en estados futuros o pasados. Este enfoque, denominado
PINNsFormer, utiliza un Generador de Secuencias Pseudo para convertir entradas vectorizadas en
secuencias temporales pseudo, y modela estas dependencias de manera mas efectiva. Ademas, intro-
duce una innovadora funciéon de activacion Wavelet, disenada para mejorar la capacidad del modelo
para aproximar soluciones complejas de PDEs.

Las innovaciones y caracteristicas destacadas de PINNsFormer incluyen una mejora notable en
escenarios donde los PINNs tradicionales suelen fallar, en casos con caracteristicas de alta frecuencia
o multiescala. A diferencia de los PINNs convencionales, PINNsFormer muestra una menor sensi-
bilidad a los hiperparametros, facilitando asi su ajuste y optimizacién. A pesar de su arquitectura
mas compleja, mantiene una simplicidad computacional practica, evita operaciones complicadas y
aprovecha capas lineales con funciones de activacién no lineales.

Este desarrollo se suma a una serie de enfoques innovadores en el campo del aprendizaje automa-
tico para resolver ecuaciones diferenciales. Las PINNs y sus variaciones, como las PCNNs, VPINNSs;,
y ahora PINNsFormer, transforman el panorama de SciML. Cada uno de estos enfoques ofrece so-
luciones unicas y creativas, allana el camino hacia un futuro donde la integracién de la fisica y el
aprendizaje automaético se vuelva cada vez mas sinérgica y eficaz.

1.2. Redes Neuronales Informadas por la Fisica

En el ambito de la resolucién de ecuaciones diferenciales (EDs) mediante el aprendizaje auto-
mético, las PINNs integran la inteligencia artificial con principios fisicos [1, 2, 3, 9]. Esta seccién se
dedica a explorar en detalle la teoria y la implementacién de las PINNs, destaca la capacidad para
resolver problemas complejos de ecuaciones diferenciales de una manera innovadora y eficiente.

Las PINNs representan una sinergia entre la fisica y las NNs, donde la red neuronal no es solo
una caja negra, sino que esta informada por las leyes fisicas subyacentes del problema. En esencia,
una PINNs es una funcién aproximadora, mapeando de R*T1 — R, disefiada para estimar la solucién
de una ecuacion diferencial. La clave del éxito de las PINNs reside en la habilidad para transformar
un problema de aproximacién en un problema de optimizacién, minimiza una funcién objetivo que
refleja las caracteristicas fundamentales de la solucién de la ecuacion diferencial.
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Para comprender mejor las PINNs, considere una PDE genérica:

d(Unn) 0Unn)  OUnn) 0*(Unn) 0*(Unn) 52(UNN) o

F(z1,20,...,2,,t,UNnN, , yeees , , yeen
(1,22 NN T e Oxo ot ox? Ox1019 ot? Unn)=

donde Unpn es la red neuronal que aproxima la solucién de la PDE. Las PINNs se entrenan para
minimizar el error entre la solucién predicha por la red y las condiciones fisicas conocidas del proble-
ma. Este entrenamiento implica minimizar una funcién de pérdida compuesta que incluye términos
para las condiciones iniciales, de frontera y residuales.
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Figura 1.1: Arquitectura general de una PINN para resolver una PDE

El término de error de las condiciones iniciales, Erry, se define como el error cuadratico medio
(MSE) entre la solucién de la red y la condicién inicial en un conjunto de puntos con T = 0:

| Py
1
Errp=MSE; = Bl Z luo (1,22, 2n) — UNN (21,22, ., T, 0)]|2
i=1

El error de las condiciones de frontera, Errp, evalia la discrepancia en los puntos de frontera, asume
en este caso una funcién Dirichlet con todos sus valores iguales a 0:

| Pr|

E’FT‘F:MSEF |P ZUNN $17$2, .’L‘n,O)Q

La parte mas crucial del enfoque de las PINNs es que la aproximacién de la solucién debe satisfacer
la EDP en si misma, lo que implica minimizar el error cuadratico medio de la evaluacién de la

0
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funcién F' en un conjunto de puntos internos del dominio:

P
1|D\

oUu oUu
ETTDZMSEDZPD|ZF($1,...,$n,t,UNN, NN NN
=1

dzy 7ot

O*Unn 0?Unn *Unn ) 2
922 ' Dzy0xy’ 7 02 UNN

Un aspecto destacado de las PINNs es el uso de la diferenciacién automatica para calcular las
derivadas parciales necesarias en la funcién F'. Esto facilita la implementacién y aumenta la eficiencia
computacional.

A modo de conclusién, las PINNs representan un avance significativo en la resolucion de ecua-
ciones diferenciales mediante el aprendizaje automatico. Al integrar las leyes fisicas en el proceso de
entrenamiento de la red neuronal, las PINNs ofrecen una aproximacién maés precisa y fisicamente
coherente a la solucién de problemas complejos de EDs, abre nuevas posibilidades en campos diver-
sos: la ingenierfa, la fisica y mas alld. Ademads de las PINNs, las DeepONet ofrecen una perspectiva
disruptora en la resolucién de EDs mediante técnicas de ML.

1.3. Redes Neuronales de Operadores (DeepONet)

En el &mbito de la resoluciéon de ecuaciones diferenciales, las DeepONet ofrecen un enfoque cen-
trado en aprender operadores no lineales a partir de los datos [6, 34, 7, 46, 47]. Esto representa un
avance significativo en la comprension y manejo de ecuaciones diferenciales complejas. Las DeepO-
Net, con su estructura tunica y capacidad para capturar relaciones no lineales entre funciones, se han
posicionado como una herramienta poderosa en la resolucién de EDs.

Fundamentos y Teoria

El desarrollo de las DeepONet se basa en la extensién del Teorema de Aproximacién Universal de
Operadores. Este teorema establece que una red neuronal con una sola capa oculta puede aproximar
cualquier operador continuo no lineal de manera precisa. DeepONet adopta esta teoria y la extiende
a DNNs, lo que permite la aproximacién de una gama mas amplia de operadores, incluye aquellos
que son altamente no lineales y complejos.

Arquitectura de DeepONet

La arquitectura de DeepONet se compone de dos subredes principales: la red de ramas (branch
net) y la red de tronco (trunk net). La red de ramas se encarga de codificar el espacio de funciones
de entrada discretas, transformandolas en una representacién compacta. Por otro lado, la red de
tronco procesa esta representacion para generar la salida deseada. La combinacién de estas dos
redes permite a DeepONet aprender una variedad de operadores explicitos e implicitos.

Minimizacién del Error de Generalizacién

DeepONet utiliza estrategias de una arquitectura no apilada y la adicién de sesgos para mini-
mizar el error de generalizaciéon. Este enfoque difiere de los métodos tradicionales en aprendizaje
automaético, enfocandose en el aprendizaje de operadores continuos o sistemas complejos a partir de
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Branch ret

Figura 1.2: Arquitectura genérica de una DeepONet

datos dispersos. La generalizacién de DeepONet se logra a través de técnicas cuidadosas de entrena-
miento y regularizacion, lo que le permite predecir con precision la acciéon de operadores en funciones
no vistas.

Representaciéon del Espacio de Entrada y Aplicaciones

La seleccién y representacion del espacio de entrada en DeepONet es crucial para su efectividad.
Diferentes espacios, como los espacios de polinomios ortogonales o campos aleatorios gaussianos,
influyen en el error de generalizacion de DeepONet. Este enfoque se ha aplicado con éxito en casos
de uso, el aprendizaje de operadores explicitos e implicitos, y en la simulacion de sistemas multiescala
y multifisicos.

Comparacién con Métodos Numéricos Tradicionales y Desafios

DeepONet ofrece ventajas sobre los solucionadores numéricos convencionales, en términos de
generalizacién y representacion implicita. Sin embargo, enfrenta desafios en la generaciéon de datos
de entrenamiento y en la comprension tedrica de los errores de generalizaciéon y la complejidad del
operador. Estos desafios requieren una investigacion adicional para mejorar la precision de DeepONet
en comparacion con los métodos numéricos tradicionales.

Aplicaciones en Tiempo Real y Costos Computacionales

A pesar de un mayor costo computacional durante el entrenamiento, DeepONet es eficiente
en la fase de prediccién, lo que lo hace adecuado para aplicaciones en tiempo real. La capacidad
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para aprender y aproximar operadores complejos lo convierte en una herramienta prometedora para
aplicaciones diversas y en tiempo real.

Casos de Uso y Evaluaciones de Desempeno

DeepONet ha demostrado versatilidad en una variedad de aplicaciones, desde el aprendizaje
de operadores explicitos e implicitos hasta la simulacién de sistemas multiescala y multifisicos.
Estos casos de uso revelan las limitaciones de las DeepONet, destacan la necesidad de una mayor
investigacion en la comprension tedrica y el desarrollo de nuevas arquitecturas de red.

Potencial para Aprendizaje Multiescala y Multifisico

DeepONet puede extenderse para abordar problemas multiescala y multifisicos mediante la in-
corporacién de representaciones adecuadas del espacio de entrada y el diseno de arquitecturas de
red neuronal adecuadas. Sin embargo, enfrenta desafios en términos de disponibilidad de datos de
alta calidad, disefio de representaciones y eficiencia computacional.

Futuras Direcciones de Investigacion

Las areas de investigacion futuras para DeepONet incluyen entender el tamafo éptimo de la red
para la aproximacion de operadores, explorar diferentes arquitecturas de red y desarrollar técnicas
para entrenar DeepONet con datos heterogéneos. La incorporacién de conocimientos previos y el
avance en la comprensién tedrica también son reas clave para el desarrollo futuro de DeepONet.

Integracion de Conocimientos Previos y Nuevas Arquitecturas

La integracién de conocimientos previos y la utilizaciéon de arquitecturas de redes alternativas,
como CNNs o mecanismos de atencion, pueden mejorar el desempefio, la precisién y la capacidad
de generalizacion de las DeepONet. Esto representa un avance significativo en el aprendizaje auto-
maético aplicado a la resoluciéon de ecuaciones diferenciales, fusionan técnicas avanzadas de DL con
métodos analiticos. La capacidad para aprender operadores no lineales a partir de datos abre nuevas
posibilidades en diversos campos de la ciencia y la ingenieria, marca un camino hacia el futuro donde
la integracién de la fisica y el aprendizaje automatico se vuelva cada vez més sinérgica.

Ademas de las técnicas de aprendizaje automatico aplicadas directamente a las ecuaciones dife-
renciales, los paquetes de software especializados han jugado un papel crucial en facilitar y agilizar
el entrenamiento de modelos como las PINNs.

1.4. Softwares

En 2019, se lanzaron varios paquetes de software para facilitar el entrenamiento de las PINNs, se
destacan por el uso de NNs y la diferenciacién automética. Estos paquetes difieren en cémo manejan
las condiciones de frontera, con una evaluacién compleja en la funcién de pérdida, lo que justifica
su necesidad en el disefio de PINNs.

DeepXDE [48], una biblioteca de Python, integra PINNs e incorpora PDEs en la funcién de
pérdida de la red neuronal, permite abordar problemas directos e inversos. Se distingue por el
método de refinamiento adaptativo basado en residuos y soporte para geometrias complejas, til en
educacion e investigacion.
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Tabla 1.1: Principales bibliotecas de software disefiadas especificamente para el aprendizaje
automatico basado en PINNs

Nombre del Software Backend Uso
DeepXDE[48] TensorFlow, Pytorch, JAX, PaddlePaddle | Solver
PyDEns[49] TensorFlow Solver
NVIDIA Moludus|[50] PyTorch Solver
NeuroDiffEq[51] PyTorch Solver
SciANN[52] TensorFlow Wrapper
NeuralPDE[53] Julia Solver
ADCME[43] Julia, TensorFlow Wrapper
Nangs[54] PyTorch Solver
TensorDiffEq[55] TensorFlow 2.x Solver
IDRLnet[56] PyTorch, Sympy Solver
Elvet[57] TensorFlow Solver

NeuroDiffEq [51], construida sobre PyTorch, se especializa en resolver PDEs tradicionales me-
diante restricciones explicitas en la red neuronal, clasificAindose como una PCNNs. A pesar de su
eficacia, enfrenta limitaciones para ciertos limites no admitidos.

SimNet [58], un marco de simulacién multifisica, soluciona multiples configuraciones de mane-
ra simultanea, acelera las simulaciones y permite inferencias en tiempo real. Integra moédulos de
geometria sélida constructiva y de generacién de nubes de puntos, que aumenta la flexibilidad y
rendimiento.

Modulus [50], anteriormente NVIDIA SimNet, se destaca por la compatibilidad con redes de
filtros multiplicativos y un método de agregacion de gradientes, que maneja con eficacia los problemas
multifisicos.

SciANN [52], basada en Tensorflow y Keras, simplifica la construccién de NNs para cdlculos
cientificos, se destaca en la solucién y el descubrimiento de PDEs.

PyDEns [49], un médulo de Python integrado con BatchFlow, permite a los usuarios controlar el
proceso de entrenamiento y es eficaz en la prediccién en contextos de propiedades geolégicas inciertas
y modelado inverso.

NeuralPDE.jl [53], parte de SciML, implementa PINNs en Julia con una interfaz simbdélica para
resolver PDEs, generar gemelos digitales y modelos neuronales sustitutos.

ADCME [59] combina simulaciones fisicas y DNNs en un gréafico computacional unificado para
resolver problemas inversos complejos, y supera los métodos tradicionales de discretizacion.

Nangs [54] utiliza NNs como funciones de aproximacién para PDEs, ofrece soluciones continuas
y diferenciables en todo el dominio.

TensorDiffEq [55], construida sobre TensorFlow 2.x, facilita la definicién y resolucién de proble-
mas usando PINNs, con soporte escalable multi-GPU y compatibilidad con la API de Keras.

IDRLnet [56], sobre PyTorch, maneja problemas inversos ruidosos y ecuaciones integrales dife-
renciales, integra objetos geométricos y fuentes de datos en un marco de trabajo estructurado.

Elvet [57], una biblioteca Python, resuelve PDEs y problemas variacionales utilizando NNs para
representar la solucion, y ofrece flexibilidad en la definicién de la arquitectura de la red.

Estos desarrollos en software reflejan la creciente sinergia entre la computacién, la matematica
y la fisica, explora nuevos horizontes en la resolucién de ecuaciones diferenciales mediante técnicas

de ML.



Capitulo 2

Propuesta

Este capitulo se dedica al desarrollo y andlisis de metodologias avanzadas para resolver EDs,
utiliza técnicas de aprendizaje profundo como las PINNs y las PIDeepONet. La discusién se articula
en tres epigrafes principales, cada uno aborda un aspecto Unico de la resoluciéon de ecuaciones
diferenciales.

El primer epigrafe se enfoca en la Ecuacién de Perona-Malik, una PDE fundamental en el pro-
cesamiento avanzado de imagenes y notoria por su naturaleza matemaéaticamente mal planteada. A
pesar de los desafios, esta ecuacion es clave para el realce de bordes en iméagenes. Se propone una
metodologia innovadora que utiliza las PINNs para abordar la resolucién de esta ecuacion, destaca
las potencialidades y limitaciones de esta técnica en el contexto del procesamiento de imagenes. El
segundo epigrafe analiza la reduccién de la complejidad del problema de la Ecuacién de Perona-
Malik. Se examinan los posibles impedimentos en la solucién de ecuaciones diferenciales similares,
centrandose en la simplificacién del problema para un analisis méas detallado de las dificultades inhe-
rentes a este tipo de ecuaciones. El tercer epigrafe aborda la resolucién de la ecuacién del calor en
una dimensién (1D) y utiliza la técnica de PIDeepONet. Representa un esfuerzo por aplicar técnicas
de DL a una PDE mas tradicional y bien entendida, proporciona asi una evaluacion del potencial
de estas técnicas en la soluciéon de problemas de difusién.

Cada uno de estos epigrafes contribuye a una comprensién méas profunda de la aplicacién de
técnicas avanzadas de aprendizaje automatico en la resolucién de ecuaciones diferenciales, resaltan
las capacidades y los desafios de estos métodos emergentes. A través de este andlisis, se espera no
solo resolver ecuaciones especificas de manera eficiente, sino también ampliar el conocimiento sobre
las capacidades y limitaciones de las PINNs y PIDeepONet. Establecen una base sélida para futuras
investigaciones y aplicaciones précticas en el procesamiento de imagenes y el SciML.

2.1. Ecuacion diferencial de Perona-Malik

La Ecuacién de Perona-Malik, situada en el epicentro de este estudio, representa un modelo
matematico fundamental en el procesamiento avanzado de imédgenes, reconocido por la eficacia que
tiene en la deteccién y realce de bordes. A pesar de la naturaleza matematicamente mal planteada,
ha demostrado ser 1til en aplicaciones practicas, resaltan la capacidad para mejorar la identificacion
de bordes en imagenes.

Esta ecuacién, definida por su caracteristica difusion anisotrépica, ajusta la conductividad en
funcién de la magnitud del gradiente de la imagen. Tal adaptabilidad permite un realce diferenciado
de los bordes, dependen de las variaciones locales de intensidad, lo que resulta esencial para preservar

17
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la calidad de la imagen mientras se enfatizan sus caracteristicas mas importantes.

La base matemaética, se caracteriza por un coeficiente de difusién local que se adapta en funcién de
las variaciones de intensidad en la imagen. Este coeficiente es mas activo en areas de baja variabilidad
y se reduce en presencia de bordes marcados, permite asi una difusion diferenciada que preserva los
detalles criticos de la imagen.

Matematicamente, la ecuacion propuesta por Perona y Malik se formula como:

oI

E = diV(C(l’,y,t) : VI(x,y,t))
donde I(x,y,t) representa la intensidad de la imagen en el punto (x,y) a lo largo del tiempo ¢, y
VI(z,y,t) es el gradiente de la imagen, reflejan la tasa de cambio en la intensidad. El coeficiente
c(z,y,t), definido como una funcién del gradiente de la imagen, es:

c(z,y,t) = g(IVI(z,y,0)|))

La funcién ¢(||VI]]) es vital, ya que regula la sensibilidad del modelo a los cambios de intensidad,
y debe satisfacer ciertas condiciones: aproximarse a 1 cuando la magnitud del gradiente es minima
(4reas homogéneas) y a 0 con gradientes pronunciados (bordes). Ejemplos de funciones de difusién
comunes incluyen:

. 1
gr() = ——
1+ 5
'i2
gr(i)=e 2

Estas funciones, con el pardmetro ajustable k, controlan la sensibilidad del modelo a los bordes,
siendo k un umbral que determina la prominencia requerida del gradiente para considerar un borde.

Diferencidndose de técnicas como el suavizado Gaussiano, la ecuaciéon de Perona-Malik conser-
va fronteras claras entre regiones y mejora la localizacién de bordes en escalas gruesas mediante
un coeficiente de difusion espacialmente variable. Este enfoque facilita la preservacién y realce de
bordes en la segmentacién de imagenes multiescala, y reduce asi la necesidad de pasos adicionales
en el procesamiento. La estructura paralela promete eficiencia en el procesamiento de imagenes, y
capacidad para manejar el ruido en la segmentacién multiescala, utiliza estimaciones locales de con-
traste y ruido, representa un avance significativo en la visién por computadora y el procesamiento
de iméagenes.

Modelaciéon de Problema con PINNs

La Ecuacién de Perona-Malik, fundamental en el procesamiento de imagenes, se define matemé-

ticamente como: 51
5 = vV (@IVIINVI) (2.1)

En esta ecuacion, I(z,y,t) la solucién de la ecuacién diferencial representa la intensidad de un
pixel en la ubicacién (z,y) y en un instante ¢, donde I(z,y,0) = Iy con Iy la condicién inicial dada
por una imagen de entrada. Esta ecuacién modela cémo la intensidad de los pixeles de una imagen
evoluciona a lo largo del tiempo, a través del mecanismo de difusién anisotrépica.

Para resolver esta ecuacion diferencial, se propone una aproximacion que utiliza una red neuronal,
denotada por Uy (z,y,t) = I(z,y,t). Esta red neuronal actiia como aproximador universal de fun-
ciones, y procesando un tensor tridimensional (x,y,t) de entrada y genera un tensor unidimensional
que estima la intensidad de un pixel en el tiempo t.
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Inclusion del Pardametro de Sensibilidad &

Dado que la ecuacién es paramétrica en funcién del parametro k, que controla la sensibilidad de
la funcién de difusién local, se extiende la entrada de la red neuronal para incluir este parametro.
Ahora, la red neuronal procesa un vector de cuatro dimensiones (x,y,k,t), permite modelar una
familia de soluciones para diferentes valores de k.

Ecuacién de Perona-Malik
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Figura 2.1: Red Neuronal para Perona-Malik

Definicion del Dominio de Entrada

El dominio sobre el cual se entrena la red neuronal se define como sigue:

» Las coordenadas espaciales x,y se encuentran en el intervalo [0,63], adecuado para imégenes

de 64 x 64 pixeles.

» El pardmetro k varfa en el rango [1e—3,10], cubriendo un espectro amplio de sensibilidad a los

bordes.

» El tiempo ¢ se considera en el intervalo [0,100], con una ventana temporal amplia para analizar

la evolucién de la imagen.

Construccién de la Funcion de Pérdida

La funcién de pérdida utilizada para entrenar la red neuronal comprende tres componentes

esenciales:

1. Error de las Condiciones Iniciales:

Erry =

1
| Pr

| Prl

> |Ho(z,y) = Unn(z,y,k,0)|? (2.2)

z,y,k€D

Este término mide la discrepancia entre la imagen inicial y las predicciones de la red en t = 0.
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2. Error de las Condiciones de Frontera:

| Pr|

Brre =151 > Unn(@,y,k,t)? (2:3)

z,yeEDp

Este término evalia el cumplimiento de las condiciones de frontera, esencial en el manteni-
miento de la integridad estructural de la imagen.

3. Error Residual de la Ecuacién Diferencial:

|Pp|
oU
Errp=—— 3 =A% =V (cr(|VUNN ) VUNN)I? (2.4)
|PD|M6DF ot

Este componente implica la incorporaciéon de la informacién fisica en el entrenamiento de la
red, asegurando que la solucién aproximada cumpla con la dindmica de la ecuacién diferencial.

Estrategia de Optimizacion y Conclusiones

La optimizacién de la red neuronal se lleva a cabo utilizando algoritmos como el descenso por
gradiente estocédstico o Adam, y se basa en la minimizacién de la funcién de pérdida definida. Este
proceso se realiza sobre un dominio especificado, y emplea técnicas de diferenciacién automatica
para calcular las derivadas necesarias de la red con respecto a las entradas. Este enfoque permite
no solo la resoluciéon precisa de la ecuacién diferencial de Perona-Malik sino también ofrece una
oportunidad para explorar aplicaciones més avanzadas en procesamiento de imagenes y vision por
computadora, con las propiedades tinicas de las PINNs.

Limitaciones

En el desarrollo de la implementacién de las PINNs para abordar la ecuacion diferencial de
Perona-Malik, se han identificado ciertas limitaciones claves que plantean desafios significativos. Es-
tos obstdculos incluyen la dependencia de las condiciones iniciales especificas y el alto costo compu-
tacional asociado con el entrenamiento de la red neuronal.

1. Dependencia de las Condiciones Iniciales: una limitacién critica al emplear PINNs en la
resolucién de la ecuacién de Perona-Malik radica en su dependencia explicita de una condiciéon
inicial determinada, que en este contexto es una imagen especifica. Esta dependencia surge
de la naturaleza de la funcién de pérdida utilizada para entrenar la red, la cual incluye un
componente de error que se centra en las condiciones iniciales. Como resultado, para aplicar el
proceso de difusién anisotropica a nuevas imagenes usando el modelo ya entrenado, se requiere
reentrenar la red neuronal con la nueva imagen de condicién inicial. Esta restricciéon impide
que las PINNs puedan generalizar la solucion aprendida a diferentes condiciones iniciales, lo
cual limita su utilidad en aplicaciones mas amplias.

2. Alto Costo Computacional: otro desafio importante es el elevado costo computacional del
entrenamiento de la red neuronal. Cada proceso de entrenamiento de una red de este tipo
demanda un uso considerable de recursos computacionales. En ciertas instancias, este costo
puede incluso superar al de los métodos numéricos tradicionales. Aunque una vez que el modelo
estd entrenado, es posible ajustar el parametro k y la estimacién del tiempo ¢ sin necesidad de
un nuevo entrenamiento, el costo inicial es un factor limitante significativo.
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Estos impedimentos subrayan la necesidad de investigar enfoques alternativos o de realizar mo-
dificaciones en la estructura de las PINNs para superar tales limitaciones. La busqueda de técnicas
que permitan una generalizacion efectiva a diferentes condiciones iniciales y que reduzcan el costo
computacional del entrenamiento sera crucial para ampliar la aplicabilidad de las PINNs en el pro-
cesamiento avanzado de imagenes y en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales complejas como la

de Perona-Malik.

Propuesta de solucién

La propuesta para desarrollar un modelo de ML que aprenda y aplique el proceso de difusién
anisotrépica de la ecuacion de Perona-Malik se estructura en dos fases principales. Esta metodologia
busca superar las limitaciones observadas en las PINNs y los métodos numéricos tradicionales,
enfocandose en la adaptabilidad y eficiencia del modelo.

Fase 1: Evaluaciéon y Aprovechamiento de PINNs

1. Ventajas de PINNSs: a diferencia de los métodos numeéricos tradicionales, que son iterativos
y dependientes del tamano de paso y del tiempo estimado ¢, las PINNs poseen la capacidad
de aprender y aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales en un tiempo constante. Esto
representa una ventaja significativa en términos de eficiencia y precisién, ademés que las PINNs
operan sobre un dominio continuo en lugar de uno discreto.

2. Incorporacion del Parametro k: la ecuacién de Perona-Malik es paramétrica del pardametro
k que regula la sensibilidad de la difusién local. En este contexto, se propone que las PINNs
aprendan una familia de soluciones para distintos valores de k, lo que implica incluir este
parametro como una entrada adicional en la red.

3. Evaluacién de PINNs en Casos Especificos: se plantea investigar la eficacia de las PINNs
en la aproximacion de soluciones para imagenes especificas. Este andlisis permitira determinar
la precisiéon de las PINNs en resolver la ecuacién de Perona-Malik para condiciones iniciales
concretas.

Fase 2: Desarrollo de un Modelo Basado en Aprendizaje Supervisado

1. Construccién de un Dataset Sintético con PINNSs: se utiliza la capacidad de las PINNs
para ajustarse a condiciones iniciales especificas, se generara un conjunto de datos sintético. Es-
te conjunto de datos consistirda en imagenes procesadas por PINNs bajo diferentes condiciones
iniciales, y crea una variedad de modelos preentrenados para diversos escenarios.

2. Implementacién de una Red Neuronal de Aprendizaje Supervisado: a diferencia del
enfoque no supervisado de las PINNs, se desarrollard una red neuronal basada en aprendizaje
supervisado. Esta red recibird de entrada una imagen junto con los parametros k y t, y generara
como salida la imagen transformada por el proceso de difusién anisotrépica correspondiente.

3. Entrenamiento y Validacién del Modelo: el modelo se entrenara utilizando el conjun-
to de datos sintéticos creado por las PINNs. A través de este proceso, la red aprenderd a
mapear imigenes con parametros especificos a sus imagenes resultantes tras el proceso de di-
fusién anisotropica. Esto permitira un aprendizaje més preciso y adaptable a una variedad de
condiciones iniciales.
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4. Evaluacién de la Efectividad del Modelo: se examinara la capacidad de la red neuro-
nal para aprender y generalizar el proceso de difusién anisotropica en diferentes imagenes y
pardmetros, contrasta su rendimiento con los resultados obtenidos por las PINNs.

e
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Esta propuesta busca abordar las limitaciones de las PINNs, en especial su incapacidad para
generalizar a distintas condiciones iniciales, mediante un enfoque de aprendizaje supervisado. El
modelo resultante se espera que sea capaz de aplicar el proceso de difusién anisotrépica de manera
eficiente y generalizada, lo que ampliaria las aplicaciones potenciales en el campo del procesamiento
avanzado de imagenes.

Resultados preliminares

Al abordar la ecuacién de Perona-Malik utilizando las PINNs, se han enfrentado desafios signifi-
cativos en términos de precision para la aproximacién de condiciones iniciales y la adaptabilidad del
modelo. Dada la complejidad de la funcién de difusién anisotrépica y la relevancia en el realce de
bordes para el procesamiento de imagenes, el modelo requiere una implementacién sofisticada que
garantice eficiencia y precisién. Sin embargo, los resultados preliminares indican que las estrategias
adoptadas, aunque prometedoras, no han logrado superar estas dificultades de manera satisfacto-
ria; por este motivo se presenta a continuacién las variaciones de la implementaciéon base que se
realizaron para combatir estos impedimentos.

1. Ponderacion de Errores de Condiciones Iniciales: a pesar de incrementar la relevancia
del error asociado a las condiciones iniciales en la funcién de pérdida, el modelo no logré captu-
rar con la precisién deseada la imagen inicial, lo que indica una limitacién en la adaptabilidad
del modelo a variaciones especificas en las condiciones iniciales.

2. Uso de Nameros Flotantes de Doble Precisiéon (64 bits): la implementacién de mayor
precision en los célculos, aunque util teéricamente, no resulté en mejoras significativas en la
exactitud del modelo, sugiere que los desafios del modelo no se limitan a cuestiones de precision
numérica.
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3. Exploraciéon de Diversas Arquitecturas de Red Neuronal: el experimento con distintas
configuraciones de red no proporcioné una mejora notable en la capacidad del modelo para
capturar con precisién las condiciones iniciales, lo que subraya la complejidad inherente al
problema.

4. Implementaciéon de Mecanismos de Regularizacion: las técnicas de regularizacién apli-
cadas, como la norma L2 o Dropout, no contribuyeron de manera decisiva a evitar el sobreen-
trenamiento o mejorar la generalizacién del modelo.

5. Seleccion de Funciones de Activacién: la experimentaciéon con diferentes funciones de
activacién no generé una influencia positiva significativa en la habilidad de la red para modelar
las dindmicas de la ecuacién diferencial.

6. Iniciativas de Inicializacion de Parametros: aunque se implementaron técnicas de inicia-
lizacién avanzadas, como He y Xavier [60, 61, 62], estas no resultaron en una mejora sustancial
del proceso de aprendizaje.

7. Experimentacién con Diferentes Optimizadores: la evaluacion de distintos algoritmos
de optimizacion tampoco llevo a una mejora en la efectividad del entrenamiento de la red.

Frente a estos desafios, se propone una reduccion de la complejidad del problema. Esta estrategia
implica adoptar un enfoque similar al utilizado en la ecuacién del calor en una dimensién, una
difusién lineal en lugar de anisotrdpica. Se espera que este enfoque simplificado facilite un analisis
mas detallado de las posibles causas de las limitaciones encontradas con las PINNs en la ecuacién
de Perona-Malik.

La implementacién de estas estrategias tenia como objetivo principal superar las limitaciones
identificadas en el uso de PINNs para la resolucién de la Ecuacién de Perona-Malik. Sin embargo,
a pesar de los esfuerzos realizados, ninguna de las variaciones implementadas en la resolucién de
la ecuacién logré los resultados esperados, lo que subraya la necesidad de replantear el enfoque
o explorar métodos alternativos. El fracaso en superar estos desafios no solo limita la aplicacion
eficiente de la difusién anisotrépica en el procesamiento de imégenes, sino que también plantea
interrogantes sobre la generalizacion y la adaptabilidad de estas técnicas en el procesamiento de
imégenes.

2.2. Reduccidon a la Ecuacion de Difusion del Calor 1D

La Ecuacién de Difusién del Calor en una dimensién (1D), central en este segmento de estudio,
se erige como un modelo matematico esencial en el andlisis de procesos de transferencia de calor. Se
destaca en su simplicidad y aplicabilidad en una variedad de contextos fisicos y de ingenieria, ofrece
una comprensién fundamental del fenémeno de difusién térmica.

Esta ecuacion, definida por su naturaleza lineal y predictiva, modela la distribucion de la tempe-
ratura en un medio a lo largo del tiempo. La importancia radica en la capacidad para describir cémo
se propaga el calor en diferentes materiales, lo cual es crucial para el disefio y anélisis en campos
como la termodinamica, la ingenieria de materiales y la fisica.

En su formulaciéon matematica, la Ecuacién de Difusion del Calor 1D se expresa como:

ou__ o
ot You2

donde u(x,t) representa la temperatura en un punto espacial x y un tiempo t, y « es el coeficiente
de difusién térmica, indicativo de la rapidez con que se difunde el calor en el medio.
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La simplicidad de esta ecuacién yace en el enfoque lineal y unidimensional, lo que facilita el
analisis y solucién. A diferencia de modelos més complejos, como la Ecuacién de Perona-Malik en
el procesamiento de imagenes, la ecuacion de Difusién del Calor ofrece una aproximacion directa y
menos computacionalmente intensiva para entender la dindmica de la difusién.

En este estudio, se aborda la resolucién de la Ecuacién de Difusion del Calor 1D empleando
las PINNs. El propésito es investigar la eficacia, precision y adaptabilidad de estas técnicas en
un escenario mas simplificado, lo que puede proporcionar perspectivas valiosas para la aplicacion
en problemas mas complejos. Este enfoque no solo contribuye a resolver la ecuacién diferencial
de manera eficiente, sino también amplia la comprension sobre las capacidades y limitaciones de
las PINNs. Sienta las bases para futuras aplicaciones en campos que requieren analisis de difusién
térmica.

Modelacién del problema

La ecuacién del calor en una dimensién (1D) se establece como un modelo simplificado para
investigar el desempefio de las PINNs. La ecuacién del calor 1D se define mateméaticamente como:
ou 0%u
~_a
ot Ox2
donde u(z,t) representa la temperatura en una ubicacién espacial z y un tiempo ¢, y a es un
coeficiente de difusién térmica constante de un material.

(2.5)

Aplicacién de PINNs para la Ecuacién del Calor 1D

Para abordar esta ecuacién diferencial parcial (EDP), se propone el uso de una red neuronal,
denotada por Uny(z,t) = u(z,t). Esta red neuronal actuard como un aproximador universal de
funciones, procesa un tensor bidimensional (x,t) de entrada y genera un valor escalar que estima la
temperatura en el tiempo t.

NN K TY IR > IR

Volor def
Deowminio

Estimacion de o solucién

de lo Ecuocidn del Calor,

evaluaclo, en un punte X
en el momente T

Figura 2.2: Representacién esquemaética de la aplicacién de PINNs para la ecuacion del calor 1D.

Definicion del Dominio de Entrada

El dominio sobre el cual se entrena la red neuronal se define de la siguiente manera:
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» La coordenada espacial x se encuentra en un intervalo adecuado, por ejemplo, [0, L], donde L
representa la longitud del dominio espacial.

= El tiempo ¢ se considera en un intervalo, por ejemplo, [0,7], donde T es el tiempo final del
analisis.
Construccion de la Funcion de Pérdida

La funcién de pérdida para entrenar la red neuronal incluye tres componentes fundamentales:

1. Error de las Condiciones Iniciales:

[Py
Errr = Z Huo UNN(l‘,O)H2 (2.6)
|P | zeD

Este término mide la discrepancia entre la condicién inicial de temperatura ug(x) y las pre-
dicciones de la red en t = 0.

2. Error de las Condiciones de Frontera:

| Pp|
Errp = Z Unn(z, t (2.7)
xEDF

Este término evaliia el cumplimiento de las condiciones de frontera, esencial para mantener la
integridad de la solucién a lo largo del dominio.

3. Error Residual de la Ecuacién Diferencial:

|Pp|

ou o*U
Errp = |P|ZH S —a | (238)

Este componente implica la incorporacién de la informacién fisica en el entrenamiento de la
red, y asegura que la solucién aproximada obedezca la dinamica de la ecuacién del calor.

Resultados preliminares

La aplicacién de las PINNs a la Ecuacion de Difusién del Calor en una dimensién ha arrojado
resultados satisfactorios. A pesar de que la aproximacién de la solucién refleja con precision el
proceso fisico subyacente, el ajuste a la condicién inicial atin no alcanza el nivel de precisién deseado.
Por tanto, se ha decidido continuar con la misma ecuaciéon del calor, pero adoptando un enfoque
diferente. El objetivo principal de este nuevo enfoque es examinar la eficacia de las PIDeepONet en la
aproximacion de las condiciones iniciales y la capacidad para aplicar el mismo modelo preentrenado
a diferentes condiciones iniciales. El andlisis comparativo de los resultados obtenidos con PINNs y
PIDeepONet proporcionara una vision valiosa sobre las fortalezas y limitaciones de cada enfoque.
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2.3. Resolucion de la Ecuacion del Calor 1D con PIDeepO-
Net

Con la linea de investigacién establecida en este epigrafe, se explorard una metodologia alter-
nativa para la resolucion de la Ecuacién del Calor 1D a través de la arquitectura innovadora de
PIDeepONet. Este enfoque forma parte de un esfuerzo méas amplio para evaluar el potencial de
distintas arquitecturas de aprendizaje profundo en la resolucién de PDEs, enfocdndose en aquellas
situaciones donde se requiere alta precisién y eficiencia computacional.

La PIDeepONet se propone como una solucién a los retos encontrados en las PINNs, en términos
de generalizacién a diversas condiciones iniciales y la gestion eficiente de los recursos computaciona-
les. Conocida por su habilidad para aprender representaciones funcionales complejas, PIDeepONet
promete un enfoque alternativo para abordar PDEs desde una nueva perspectiva, con expectativas
de resultados precisos y adaptables.
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Figura 2.3: Representacion esquemaética de la arquitectura PIDeepONet aplicada a la ecuacién del
calor 1D.

En este epigrafe, se detalla la implementacion de PIDeepONet para abordar la Ecuacién de
Difusién del Calor 1D. La descripcién se centra en la arquitectura de la red neuronal (ver figura 2.3),
dado que los aspectos relacionados con los puntos de colocacién y la construccién de las funciones de
error, orientadas por principios fisicos, siguen una metodologia similar a la expuesta en el epigrafe
anterior sobre las PINNs.

El enfoque aqui proporciona una solucion efectiva para la Ecuacién del Calor 1D y, al mismo
tiempo, aporta conocimientos aplicables a otros problemas complejos de PDEs mediante el uso de
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técnicas avanzadas de aprendizaje automatico. Este estudio representa un paso significativo en la
comprensién y aplicacién de arquitecturas de aprendizaje profundo como PIDeepONet en el &mbito
del andlisis numérico y la simulacion de procesos fisicos.



Capitulo 3

Resultados y experimentacion

En este capitulo se presentan los resultados de una serie de experimentos centrados en la aplica-
cién de PINNs y la arquitectura DeepONet para resolver la ecuacion de Perona-Malik y la ecuacion
de Difusion del Calor en una dimensién. El primer experimento aborda la modelacién de la ecua-
ciéon de Perona-Malik mediante PINNs, analiza como el modelo replica las condiciones iniciales y su
comportamiento a través del tiempo. El segundo experimento profundiza en la ecuacién de Difusion
del Calor 1D, para examinar en detalles la capacidad del modelo de ajustarse a variadas condicio-
nes iniciales, resalta la importancia de un adecuado muestreo y de la seleccién de una arquitectura
de red pertinente. El tercer experimento introduce la arquitectura DeepONet, combindndola con el
enfoque no supervisado de las PINNs. Este experimento es esencial para evaluar la efectividad de
DeepONet en la aproximacion a condiciones iniciales diversas y la habilidad para aplicar el mismo
modelo preentrenado a diferentes escenarios sin la necesidad de reentrenamiento.

En los experimentos realizados, se utilizé la libreria DeepXDE que contribuy6 a una comprensién
mas profunda de las capacidades y limitaciones de las PINNs y las DeepONet en la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales. Los resultados obtenidos ofrecen perspectivas valiosas sobre la
aplicabilidad de estas técnicas avanzadas en la modelizacién de procesos fisicos, abre caminos para
futuras investigaciones en el dmbito del aprendizaje profundo aplicado a problemas complejos de
fisica e ingenieria.

3.1. Evaluacion de PINNs en la Ecuacion de Perona-Malik

La imagen, como una discretizacion de una funcién bidimensional, requiere de una aproximacion
continua para permitir un muestreo libre en el espacio definido. Se empled el método de Funciones
de Base Radial (RBF) de la librerfa Scipy en Python, del cual se obtiene una aproximacién precisa
mostrada en la figura 3.1. Esta funcion sirve como condicién inicial en la PDE a resolver. Sin embargo,
la prediccién del modelo en el tiempo 1" = 0, para distintos valores de K, revela discrepancias notables,
tal como se observa en la figura 3.2. Se evidencia la falta de unicidad en los valores resultantes para
diferentes K y un alejamiento de las condiciones iniciales predichas por el modelo con respecto a las
esperadas.

Al seleccionar K = 2 y analizar la evoluciéon del modelo a lo largo del tiempo, se observan
diferencias significativas entre los instantes T'=0y T =1, asi como en momentos posteriores. Estas
diferencias indican una inadecuada adaptacién del modelo a la solucién de la PDE y a las condiciones
iniciales, ilustrado en la figura 3.3.

Este comportamiento sugiere una limitacién en la densidad de puntos utilizados en la fase de

28
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Figura 3.2: Prediccion del modelo para T'= 0 y diferentes valores de K

entrenamiento. Con aproximadamente 12,000 puntos muestreados para las condiciones iniciales y
tiene en cuenta que para cada valor de K en el rango [le—3,10] se deben ajustar 4096 puntos para
cada pixel [z,y], resulta la necesidad de un muestreo mds amplio. Esta restriccién afecta también a
los puntos internos del dominio, donde por cada valor de T'y K se deberian ajustar 4096 puntos,
pero sélo se muestrean 16,000 en total durante el entrenamiento.

La implementacién actual en la libreria DeepXDE limita el muestreo a los puntos mencionados,
cargandolos en la GPU al inicio del entrenamiento y utiliza el lote completo en cada época. Una
soluciéon potencial seria permitir un ajuste adecuado del batch_size y generar nuevos puntos en
cada época para el ajuste de los parametros de la red.

Al analizar la funcién de pérdida, mostrada en la figura 3.4, se observa que después de 5000
épocas, el conjunto de entrenamiento no mejora significativamente. Esto sugiere que la arquitectura
de la red neuronal podria ser demasiado simple para el proceso que se intenta modelar. Para validar
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Figura 3.3: Predicciéon del modelo para K = 2 y diferentes valores de T'
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Figura 3.4: Funcién de pérdida

este planteamiento, se propone experimentar con una ecuacion diferencial méas sencilla, como la
ecuacion del calor 1D, que permita un muestreo adecuado y un ajuste efectivo de la red.

3.1.1. Detalles de implementacion

Para el muestreo de datos, se seleccionaron 16,000 puntos internos del dominio, 1,000 puntos
de frontera, y 12,288 puntos correspondientes a las condiciones iniciales. Durante cada época de
entrenamiento, se eligen aleatoriamente 15,000 puntos para la validacion.

La arquitectura de la red neuronal consta de 8 capas ocultas, y utiliza la funcién de activacion
tangente hiperbdlica. Para el proceso de optimizacién utiliza el optimizador Adam con una tasa de
aprendizaje de 1073 y se ejecuta durante 20,000 iteraciones.

La implementacion de la ecuacién de Perona-Malik y la estructura de la red se detallan en el
cbdigo proporcionado. Se define la funcién residual de la PDE de Perona-Malik, que es fundamental
para calcular la funcién de pérdida durante el entrenamiento. Las derivadas parciales y las con-
diciones de difusién necesarias se obtienen mediante diferenciacién automatica proporcionada por
DeepXDE.
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3.2. Experimentacion de la solucion de la Ecuacién de Difu-
sién del Calor 1D

Este analisis se concentra en la capacidad del modelo para predecir la evolucién de la temperatura
a lo largo del tiempo, parte de una condicién inicial definida.
Se establecié como condicién inicial la funcién

2
F(z) = 0,5sin (75“) +0,3sin(r) +0,2sin (87;"”>

1.0 = 104 1.0
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Figura 3.5: Funcién de condicién inicial, prediccién del modelo (7' = 0) y funcién de error absoluto
(de izquierda a derecha)

La representacion grafica de esta funcion (figura 3.5), comparada con la prediccién del modelo
en T =0, muestra una notable precisién en la aproximaciéon inicial del modelo. El andlisis del error
absoluto entre la funcién original y la prediccion del modelo indica una estrecha correlacién, confirma
la eficacia del modelo en replicar la condicién inicial.

Posteriormente, se examiné la habilidad del modelo para predecir la evoluciéon temporal del
fenémeno de difusion del calor. Las predicciones para distintos momentos (T = 2,10,20,100) en la
figura 3.6 revelan que el modelo aprende de manera efectiva el proceso fisico descrito por la ecuaciéon
diferencial. Se observa como la temperatura se difumina progresivamente, y alcanza una temperatura
unénime en todo el dominio al instante 7" = 100.

La grafica 3.7 de la funcién de pérdida muestra una disminucién global del error a lo largo de las
iteraciones. Esto sugiere que extender el niimero de épocas en el entrenamiento podria mejorar atin
més la precisién del modelo. Sin embargo, es importante destacar que la funcién de condicién inicial
utilizada en este experimento es relativamente simple, con variaciones limitadas de monotonia en
pequenos intervalos del dominio.

Para futuros experimentos, se propone emplear funciones de condicién inicial mas complejas,
como imagenes, para evaluar la capacidad de las PINNs en ajustar condiciones iniciales de ma-
yor complejidad. Este enfoque permitird una comprensién mas profunda de la versatilidad y las
limitaciones del modelo en la simulacién de procesos fisicos mediante ecuaciones diferenciales.

Complejizaciéon de la condicion inicial

La condicion inicial para la ecuacion diferencial estuvo definida por una funciéon notablemente
compleja, expresada como:
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Figura 3.6: Prediccion del modelo, para diferentes parametros T’

2
f(x) = 0,5sin <gx) +0,3sin(7z) 4 0,2sin <87T5x)

+0,1sin(207z) +0,05sin(407x)
+0,1sin(607x) 4 0,2sin(807wx)
+0,3sin(1007x).

La complejidad de esta funcién, caracterizada por numerosos cambios de monotonia en intervalos
reducidos del dominio, presenté un reto significativo para el modelo predictivo. Como se evidencia
en las representaciones graficas de la figura 3.8, la predicciéon del modelo no logré un ajuste preciso
con la condicién inicial, se revelan discrepancias notables en el patrén de error absoluto (figura 3.9).

Este fendomeno es analogo al desafio que representa aprender la funcion correspondiente a una
imagen. Dicha funcion, al estar definida en dos dimensiones, implica una mayor cantidad de puntos
a representar en comparacién con funciones unidimensionales, aumenta asi la complejidad en el
aprendizaje del modelo.
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Figura 3.8: Condicién inicial y prediccién del modelo en T'= 0 (de izquierda a derecha)

A pesar de las limitaciones en la precisién inicial, se observé en la figura 3.10 que el proceso de
difusion lineal se ejecuté correctamente. La grafica 3.11 de la funcién de pérdida mostré una tendencia
decreciente, e indica la potencialidad para una reduccién continua en el error de la funcion.

Incremento de la densidad de puntos

Se experiment6 también con un incremento del doble de la densidad de puntos, tanto en la
condicién inicial como en los puntos frontera e internos. Los resultados obtenidos muestran una
similitud con los anteriores (figura 3.12), esto evidencia un comportamiento similar tanto en el error
absoluto para predecir la condicién inicial (figura 3.13), como en los puntos internos del dominio, lo
que hace cumplir correctamente el proceso de difusién del calor.

Este conjunto de experimentaciones y observaciones subraya la capacidad de las PINNs para
abordar problemas complejos de difusién, a la vez que enfatiza la necesidad de continuar refinando
las técnicas para mejorar la precision en condiciones iniciales complejas.
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Figura 3.9: Funcién del error absoluto de la condicién inicial respecto a la prediccién del modelo en
T=0

Ajuste en la Ponderaciéon de las Condiciones Iniciales

En esta variante del experimento, se incremento significativamente el peso asignado al error de
las condiciones iniciales, multiplicindolo por 1000, con el objetivo de forzar una mayor precisién en
estas condiciones. Este ajuste se refleja en la figura 3.14, donde se muestra una mejora notable en
la funcién del error absoluto, la cual presenta una suma de errores similar a la primera variante de
este experimento, como se observa en la figura 3.15.

Sin embargo, al analizar las predicciones del modelo en diferentes instantes de tiempo, se percibe
una coherencia reducida en el proceso de difusion del calor, en comparacién con experimentos previos.
Esta observacion sugiere que la mayor ponderacion otorgada a las condiciones iniciales pudo haber
restado importancia al error de los puntos internos del dominio, lo que afecté negativamente la
precision de la solucién en estos puntos. Esta idea se ve sustentada por las representaciones graficas
de la figura 3.16.

Ademas, la gréafica 3.17 de la funcién de pérdida corrobora esta hipdtesis. A pesar de mostrar
valores diferentes a los experimentos anteriores, se observa una variacion significativa atribuible al
factor de 1000 aplicado al error de las condiciones iniciales, manteniendo un comportamiento global
similar.

En conclusién, el incremento en el peso del error de las condiciones iniciales no logré disminuir
efectivamente dicho error; en cambio, provocé un desequilibrio con los otros componentes del error
total, lo que resulté una peor aproximacién de la solucion global. Esta observacién subraya la im-
portancia de un balance adecuado entre los diferentes errores que constituyen la funcién de pérdida
total en las PINNs.

Incremento del Nimero de Epocas en el Entrenamiento

En una variante de este experimento, se increment6 significativamente el nimero de iteraciones,
llevandolo a 100,000 épocas, a diferencia de las 20,000 épocas utilizadas en los experimentos ante-
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Figura 3.10: Prediccién del modelo, en distintos instantes de tiempo T

riores. Este cambio se realizé con el fin de observar el impacto de un entrenamiento més prolongado
en la precisiéon del modelo. Los resultados de este ajuste son evidentes en la figura 3.18, donde se
muestra una mejora en la aproximacién de la condicién inicial, con un incremento de mas del 20%
en la precisién, segtn la funcién de error absoluto representada en la figura 3.19.

Ademas, se observé que el proceso de difusion del calor se ejecutaba de manera méas coherente,
y se logra una aproximaciéon mas precisa de la ecuacién diferencial, como se puede apreciar en la
figura 3.20. La gréafica 3.21 de la funcién de pérdida muestra una tendencia decreciente a nivel global,
aunque con un ritmo de decrecimiento cada vez menos pronunciado a medida que avanza el nimero
de épocas.

Este experimento ampliado proporciona una visién valiosa sobre la complejidad que conlleva
el proceso de optimizacion en las PINNs cuando se enfrentan a condiciones iniciales complejas.
La mejora en la precisién a través de un ntimero aumentado de épocas destaca la importancia de
la duraciéon del entrenamiento en la capacidad del modelo para ajustarse a condiciones iniciales
complejas y procesos fisicos dindmicos.
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Figura 3.12: Prediccién del modelo en T'= 0, entrenado con una mayor densidad de puntos

3.2.1. Detalles de implementacion

En cuanto al muestreo de datos, de manera general en los experimentos se seleccionaron 254,000
puntos internos del dominio, 20,000 puntos de frontera, y 100,000 puntos correspondientes a las
condiciones iniciales; excepto en un caso que se duplicé la densidad de puntos en cada tipo. Durante
cada época de entrenamiento, se eligen aleatoriamente 15,000 puntos como conjunto de validacion.

La arquitectura de la red neuronal consta de 8 capas ocultas con 20 neuronas cada una, y utiliza la
funcién de activacién tangente hiperbédlica. Para el proceso de optimizacion se utilizé el optimizador
Adam con una tasa de aprendizaje de 1072 y se ejecuté durante 20,000 iteraciones en la mayoria de
los experimentos a excepcién de uno que se corrié por 100,000 iteraciones.
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Figura 3.14: Condicién inicial y prediccién del modelo en T'=0

3.3. Integracion de DeepONet en la Modelizacion de la Ecua-
cion de Difusion del Calor

Este experimento incorpora la arquitectura DeepONet integrando el enfoque no supervisado de
las PINNs. Los resultados obtenidos han sido satisfactorios, aunque la estimacion de las condiciones
iniciales es un desafio debido al limitado conjunto de datos utilizados para el entrenamiento de la
red. En la figura 3.22, se muestra la diferencia entre la condicién inicial y la prediccién del modelo
para T =0, lo que evidencia la capacidad de la red para aproximarse a la condicién inicial dada.

En cuanto al comportamiento del modelo frente al proceso de difusién del calor, se observa un
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Figura 3.15: Funcién del error absoluto

desempernio adecuado. La figura 3.23 ilustra como, dada una condicién inicial en la fila Y =0, la
intensidad del calor se difumina a lo largo del eje X con el aumento de Y, alcanzando un estado de
equilibrio en Y = 50. Esta representacion muestra la efectividad del modelo en simular la dindmica
de difusion.

A pesar de que la prediccién de la condicion inicial no es tan precisa como en el enfoque anterior
con una PINNs, la arquitectura DeepONet ofrece la ventaja de aproximar la solucién de la ecuacion
diferencial para una variedad de condiciones iniciales. Esto representa un avance significativo con
respecto al enfoque anterior, ya que ofrece una mayor flexibilidad y capacidad de generalizacién en
la modelizacion de procesos dindmicos complejos.

En la grafica 3.24 se muestra en la funciéon de pérdida, se puede apreciar el sobreentrenamiento
que experimenta la red al tener tan pocos datos, y entrenarlo durante tantas iteraciones. Las otras
figuras que fueron mostradas en esta seccién se obtuvieron con el modelo preentrenado con 10,000
épocas.

3.3.1. Detalles de implementaciéon

Para la captura de la condicién inicial, se elige un enfoque que involucra la utilizaciéon de 50
sensores equidistantes. Estos sensores captan la informaciéon necesaria para definir el estado inicial
del sistema modelado por la ecuacién de Difusion del Calor 1D. La dimensién del dominio de la
funcion resultante, tras aplicar el operador no lineal, es 2, que incluye X como valor del dominio de
la funcién, y T que representa el tiempo.

Respecto al muestreo de los puntos de colocacién se utilizaron 7,500 puntos interiores del do-
minio, 3,000 puntos de condiciones iniciales, 1,000 puntos de frontera y 500 puntos del conjunto de
validacién. Se utilizaron ademas 1000 funciones diferentes para el ajuste con los puntos de colocacion,
generadas con el espacio de funciones de Campo Gausiano Aleatorio.

La arquitectura de la red neuronal empleada para abordar este problema se divide en dos subredes
principales: la subred Branch y la subred Trunk. La subred Branch esta disefiada para recibir un
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Figura 3.16: Inconsistencias en la predicciéon del proceso de difusién

tensor de tamafio 50 y consta de 6 capas ocultas, cada una con 64 neuronas. Por otro lado, la subred
Trunk, que procesa un tensor de entrada de tamafio 2, también cuenta con 6 capas ocultas de 64
neuronas. Para ambas subredes, se selecciona la funcién de activacion Tangente Hiperbdlica por su

efectividad en las PINNs.

Para el proceso de optimizacién se utiliza el optimizador Adam con un learning rate de 1 x 1073

y se entrend el modelo por 100,000 iteraciones.
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Figura 3.18: Mejora en la condicién inicial con 100 mil épocas
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Figura 3.20: Aproximacion del proceso de difusién del calor con mayor nimero de épocas
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Figura 3.21: Funcién de pérdida durante 100 mil épocas
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Conclusiones

En este trabajo se abordaron los desafios inherentes a la aproximacién de la solucién de ecuaciones
diferenciales complejas utilizando técnicas avanzadas de DL. Se exploraron dos enfoques principales:
las PINNs y las DeepONet, con el objetivo de adaptar modelos preentrenados, flexibles y eficientes
a variaciones en los pardmetros de la ecuacién diferencial de Perona-Malik.

El marco teérico que sustenta las técnicas de DL aplicadas se centré en la incorporaciéon de
principios fisicos en el aprendizaje no supervisado de la solucién de ecuaciones diferenciales mediante
NNs. Este enfoque se basé en el uso de PINNs y se complementé con la arquitectura DeepONet, que
destaca por prescindir de un dataset predefinido, desafio significativo en el campo del ML.

En cuanto a la estructuraciéon de los modelos preentrenados, el primer enfoque, centrado en la
ecuacion de Perona-Malik, no se logré implementar completo debido a la incapacidad de las PINNs
para obtener soluciones exitosas con una imagen como condicion inicial. Esto impidié la construccién
del dataset sintético necesario para entrenar una segunda red en el proceso de difusién anisotropica.
El segundo enfoque se dirigié hacia el aprendizaje de operadores no lineales mediante DeepONet.
Este modelo, a diferencia del anterior, no dependia de forma explicita de una condicién inicial
especifica y era capaz de aprender la operacién aplicada a la condicién inicial, estima un valor para
una configuracién de entrada dada. Aunque se aplicé a la ecuacién del calor debido a limitaciones
de recursos computacionales, este enfoque abre puertas para futuras investigaciones en la aplicacion
a la ecuaciéon de Perona-Malik.

Los resultados obtenidos proporcionan una visién critica sobre las limitaciones de las PINNs en su
enfoque clasico para resolver la ecuacion de Perona-Malik y subrayan la importancia de un muestreo
representativo del dominio de la ecuacion diferencial. Se observé que una ponderacién excesiva de las
condiciones iniciales puede, en algunos casos, deteriorar la solucién de la ecuacién y causar efectos
adversos. Esta investigacién resalta la necesidad de un equilibrio adecuado en la ponderacién de
errores y ofrece un andlisis detallado de las fortalezas y debilidades de las PINNs y DeepONet en el
contexto de la solucién de ecuaciones diferenciales complejas.
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Recomendaciones

A partir de los hallazgos y resultados de esta investigacién, se proponen las siguientes reco-
mendaciones para futuros trabajos en el campo del Aprendizaje Profundo aplicado a ecuaciones
diferenciales complejas:

1. Se sugiere continuar la investigacién en el ambito de las DeepONet orientadas por la fisica,
en especifico para la resolucién del modelo de Perona-Malik. Dado el potencial demostrado
por DeepONet en este estudio, su aplicacién en el modelo de Perona-Malik podria ofrecer
nuevas perspectivas y avances significativos en el entendimiento y resoluciéon de ecuaciones
diferenciales complejas mediante técnicas de aprendizaje profundo.

2. Se recomienda extender la libreria DeepXDE, o explorar alternativas como NeuralPDE.jl o
Modulus, para permitir el entrenamiento con un conjunto mas amplio de puntos de colocacién
sin la necesidad de almacenar todos ellos en tiempo de ejecucién. Aunque esta modificacion
puede ralentizar el proceso de optimizacién, permitird un analisis méas robusto y exhaustivo
del dominio definido por las ecuaciones diferenciales, para mejorar la precisién y generalizacion
del modelo.

3. Se aconseja experimentar nuevas metodologias para modelar el proceso de difusion anisotréd-
pica. Una posibilidad seria el desarrollo de un modelo basado en aprendizaje supervisado, que
utilice un conjunto de datos construido mediante la aplicacién de métodos numéricos como el
Método de Diferencias Finitas. Este enfoque podria incluir el uso de técnicas més tradicionales
de DL, como las Redes Neuronales Convolucionales (CNN), para aprender y replicar el proceso
de difusion anisotrépica.

Estas recomendaciones buscan abordar las limitaciones identificadas en esta investigacion, en
lo que respecta a la capacidad de las PINNs y DeepONet para resolver con precision ecuaciones
diferenciales complejas. Al seguir estas sugerencias, futuros estudios podrian superar los desafios
actuales, avanzando asi en el campo del aprendizaje profundo y su aplicacién en problemas cientificos
y de ingenieria de alto impacto.
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